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D. Vogan, dans [VO 4], a e tabli l’existence d’un e le ment ? du dual unitaire du
reve^tement universel de SO0(4, 3) dont l’annulateur infinite simal est l’ide al de
Joseph de so(4, 3). Ce travail propose, tout d’abord, une autre me thode permettant
de retrouver ce re sultat et s’inspirant essentiellement d’une parame trisation du dual
unitaire d’un groupe presque alge brique re el due a M. Duflo ([DU 1]). On donne,
ensuite, une re alisation explicite de ? dans L2(R3_R*), on de termine ses
parame tres de Langlands, puis on s’inte resse, enfin, a sa restriction a G2 .  1996
Academic Press, Inc.
D. Vogan, in [VO 4], has proved the existence of an element ? of the unitary
dual of the universal covering of SO0(4, 3) of which the annihilator is the Joseph
ideal. In this work, we present a new method for obtaining this result, which essen-
tially uses a parametrization of the unitary dual of a real almost semialgebraic
group, given by M. Duflo ([DU 1]). Then, we give an explicit realization of ? in
L2(R3_R*), we find the Langlands’s parameters and, at last, we study its restric-
tion to G2 .  1996 Academic Press, Inc.
0. Introduction
La philosophie des orbites coadjointes, introduite par Kirillov dans le
cadre des groupes nilpotents, sugge re que l’on s’inte resse plus ge ne ralement
aux liens qui pourraient exister entre le dual unitaire G d’un groupe de Lie
re el G et l’ensemble des G-orbites coadjointes dans le dual g* de son alge bre
de Lie g. En d’autres termes, le proble me consiste a essayer d’associer a
chaque G-orbite une repre sentation unitaire irre ductible de G. Lorsque G
est semi-simple, cette question reste de licate si l’orbite est nilpotente.
De fac on ge ne rale, une e le ment ? de G sera dit associe a la G-orbite
nilpotente O s’il est de fini de la manie re suivante. L’alge bre g est identifie e
a g*, via la forme de Killing, U(g) et S(g) sont, respectivement, l’alge bre
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A. Joseph [JO 1], on sait qu’il existe au moins un ide al primitif J de U(g)
tel que la varie te des ze ros V(J ) de J dans g soit e gale a la fermeture de
Zariski de O. La repre sentation ? sera associe e a O si l’annulateur
infinite simal J(?) de ? dans U(g) est e gal a J.
Supposons maintenant que gC n’est ni de type An , ni de type Cn , et
de signons, dans ce cas, par Omin l’unique orbite nilpotente de dimension
minimale. Suivant [JO 2], on sait qu’il existe un et un seul ide al primitif
J0 de U(g), comple tement premier et me^me maximal, tel que: V(J0)=Omin.
La question est de savoir alors si, lorsque G est re el simple, d’alge bre de Lie
g, il existe un e le ment ? de G associe a Omin . D. Vogan, dans ([VO 4]),
re pond a cette question d’existence lorsque G est le reve^tement universel de
la composante neutre de SO(4, 3).
L’objet de ce travail est de justifier e galement de l’existence d’une telle
repre sentation pour ce reve^tement, en utilisant d’autres me thodes que celles
de D. Vogan, et d’en proposer une re alisation explicite. La strate gie utilise e
peut se re sumer ainsi:
v De signons par B un sous-groupe de Borel de G, 2+ un syste me de
racines positives associe a B, ; la plus haute racine dans 2+ et X&; un
vecteur radiciel associe a &;. Soit P un sous-groupe parabolique standard
de G, p son alge bre de Lie et pr*: g*  p* la projection canonique corres-
pondante. On montre, dans un premier temps, que la projection pr*(Omin)
contient une P-orbite isomorphe a l’unique P-orbite dense de Omin . Soit *p
l’image par pr* de X&; . Suivant la terminologie de M. Duflo, ([DU 1]),
on e tablit e galement que *p est une forme de type unipotent.
v L’orbite Omin est G-admissible et ne posse de qu’un seul parame tre
d’admissibilite , lequel en induit un pour la P-orbite dense. La me thode des
orbites de Duflo, de crite dans [DU 1], peut alors s’appliquer a la P-orbite
*p et on construit ainsi, pour chaque sous-groupe parabolique standard P,
une repre sentation unitaire irre ductible de P, note e ?p , associe e a Omin .
v On constate enfin que G est un groupe de rang supe rieur ou e gal
a 3; d’apre s un re sultat de J. Tits ([SE]), on montre que G s’identifie a la
somme amalgame e de ses sous-groupes paraboliques maximaux standards,
suivant leurs intersections. Il suffira, alors, de conside rer les repre sentations
?p de finies pre ce demment, pour chaque sous-groupe parabolique maximal
standard de G, de ve rifier ensuite que deux telles repre sentations co@ ncident
sur les intersections pour en de duire l’existence de ?.
En fait, l’existence d’ope rateurs unitaires convenablement choisis permet
de re aliser chaque repre sentation ?p dans L
2(R3_R*), et d’obtenir ainsi,
dans cet espace, des formules explicites de ? pour un syste me de
ge ne rateurs de G.
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Il nous reste a prouver que la repre sentation ? re pond bien au proble me
pose , c’est-a -dire que l’ide al annulateur J(?) est l’ide al de Joseph de g. Le
travail de D. Garfinkle, ([GA]), et les formules obtenues pour ? nous
permettent d’obtenir explicitement un syste me de ge ne rateurs de J0 , puis de
ve rifier l’inclusion J0/J(?). On utilise, enfin, la maximalite de J0.
Nous de terminons ensuite les parame tres de Langlands de ?. Ce travail
repose, tout d’abord, sur la de termination des K-types de la repre sentation.
La notion de varie te associe e et les travaux de D. Vogan ([VO 2]) qui
s’y rapportent ainsi que le caracte re ‘‘admissible’’ de la repre sentation
rendent possible cette de termination. L’obtention du K-type minimal et la
connaissance du caracte re infinite simal permettent, alors, de trouver les
parame tres de Langlands de ?, a l’aide de ([VO 1]). On montre, en fait,
que ? est e quivalent au quotient irre ductible d’une se rie principale.
Nous terminons, enfin, en e tudiant la restriction, ?G2 , de ? a G2 , sous-
groupe de G dont l’alge bre de Lie est de type G2 . En appliquant une fois
de plus la me thode des orbites au cas de la G2-orbite nilpotente de dimen-
sion 8, O8 , on montre que ?G2 est irre ductible et on retrouve, ainsi, la
G2-repre sentation unipotente associe e a O8 introduite par D. Vogan
([VO 4]). Cependant, la situation s’ave re diffe rente lorsqu’il s’agit d’e tudier
la restriction de cette repre sentation aux paraboliques maximaux
standards. Pour l’un d’entre eux en effet, soit Q2 , d’alge bre de Lie q2 , cette
restriction se de compose en somme de deux repre sentations irre ductibles.
En fait, dans ce cas, la Q2-orbite dense de O8 est un reve^tement d’ordre 2
de la Q2 -orbite correspondante dans q2*, la projection canonique fournissant
alors les deux parame tres d’admissibilite qui expliquent la de composition
de cette repre sentation et illustrent bien encore la cohe rence de la me thode
des orbites de Duflo.
1. La me thode des orbites de M. Duflo
Le point crucial, permettant de mener a bien cette construction, est
l’existence d’une parame trisation du dual unitaire d’un groupe presque
alge brique re el due a M. Duflo et de crite dans [DU 1]. Cette parame trisa-
tion s’inspire, en fait, de la me thode des orbites en supposant toutefois
connu le dual unitaire d’un groupe re ductif quelconque. Rappelons-en tout
d’abord les termes essentiels.
1.1. Formes line aires de type unipotent
On conside re, dans ce paragraphe, un groupe presque alge brique re el G,
d’alge bre de Lie g. Si b est une sous-alge bre alge brique de g, et B un sous-
groupe de G d’alge bre de Lie b, on notera uB le radical unipotent de B, et
ub son alge bre de Lie. Rappelons par ailleurs que B admet, en ge ne ral,
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des sous-groupes re ductifs maximaux, que deux tels sous-groupes sont
conjugue s par un e le ment de uB. Soit R un tel sous-groupe, son alge bre de
Lie, appele e facteur re ductif de b. Alors, B se de compose en produit semi-
direct de R et uB.
Si f est un e le ment de g*, on notera Bf la forme biline aire de finie sur g_g
par:
\X, Y # g, Bf (X, Y )= f ([X, Y ]).
De finition 1.1.1. Soit f un e le ment de g*, b une sous-alge bre de g. On
dit que b est coisotrope relativement a f si l’orthogonal de b dans g par
rapport a Bf est contenu dans b. S’il y a e galite , b est une polarisation.
On de signera, respectivement, par g( f ) et G( f ) les stabilisateurs de f
dans g et G, et pour b/g, coisotrope relativement a f, d’orthogonal b=
dans g*, on conside rera l’ensemble w( f ) des f $ dans f +b= telles que
dim g( f $) soit minimum lorsque f $ parcourt f +b=. On dira que b ve rifie
la condition de Pukansky si w( f )= f +b=.
De finition 1.1.2. La sous-alge bre coisotrope b est dite de type uni-
potent relativement a f si elle est alge brique, si elle ve rifie la condition de
Pukansky, et s’il existe un facteur re ductif de b qui stabilise la restriction
de f a ub.
De finition 1.1.3. Une sous-alge bre b de g est dite de type fortement
unipotent relativement a f si b est alge brique, coisotrope relativement a f
et si, de plus, on a : b=g( f )+ub.
De finition 1.1.4. Un e le ment f de g* est dit de type unipotent si les
deux conditions suivantes sont re alise es:
(1) il existe un facteur re ductif de g( f ) contenu dans ker f.
(2) il existe une sous-alge bre de g, de type fortement unipotent
relativement a f.
En particulier, si g est unipotente, tout e le ment de g* est de type unipotent;
si, par contre, g est re ductive, 0 est l’unique forme de type unipotent.
Lemme 1.1.1 [DU 1, Ch. 1]. Toute sous-alge bre de type fortement
unipotent est de type unipotent. Re ciproquement, si f est de type unipotent,
toute sous-alge bre de type unipotent est de type fortement unipotent.
De finition 1.1.5. Soit f une forme de type unipotent de g*, b une sous-
alge bre de g de type fortement unipotent relativement a f. On dit que b est
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acceptable si la dimension de ses facteurs re ductifs est maximale (lorsque b
parcourt l’ensemble des sous-alge bres de type fortement unipotent relative-
ment a f ).
En fait, M. Duflo construit dans ([DU 1]), par re currence sur la dimen-
sion de g, une sous-alge bre acceptable relativement a la forme de type
unipotent f, qui, de plus, est invariante par tout automorphisme de g
stabilisant f, et, donc, en particulier, par G( f ). Cette construction est
canonique, de sorte que l’on appellera cette sous-alge bre la sous-alge bre
acceptable canonique.
1.2. Groupe me taplectique et repre sentation me taplectique
v Soit V un espace vectoriel re el de dimension 2d, muni d’une forme
biline aire alterne e non de ge ne re e B. Soit Sp(V ) le groupe symplectique
correspondant et Mp(V ) le groupe me taplectique, reve^tement connexe a
deux feuillets de Sp(V ), dont nous utiliserons la re alisation suivante.
Notons L(V ) l’ensemble des Lagrangiens de V et LO(V ) l’ensemble des
Lagrangiens oriente s. Suivant les notations de ([LI-VE], par. 1.7.), on
de signera par =(L, L$) l’orientation relative des e le ments L et L$ de LO(V ).
Posons alors: s(L, L$)=i d&dim(L & L$) } =(L, L$).
Soit x un e le ment de Sp(V ); on associe a x une fonction, note e s(x),
de finie sur LO(V ), a valeurs dans les racines quatrie mes de 1, en posant:
\L # LO(V ), s(x)(L)=s(L, xL). La fonction s(x) ne de pend pas de l’orien-
tation choisie sur L. Il existe, alors, deux fonctions ,(x), de finies sur L(V )
et ve rifiant: ({ est l’indice de Maslov dans L(V ))
,(x)2=s(x)&1
et
\L, L$ # L(V ), ,(x)(L$)=,(x)(L) ei(?4)({(L$, L, xL)&{(L$, L, x&1L$)) (1)
Soit Mp(V )=[(x, ,(x)), x # Sp(V )], muni de la loi de groupe suivante:
\x, x$ # Sp(V ), (x, ,(x)) } (x$, ,(x$))=(xx$, ,(x) V ,(x$)),
ou \L # L(V ), ,(x) V ,(x$)(L)=,(x)(L) } ,(x$)(L) } ei(?4) {(L, xL, xx$L).
Avec ces notations, l’e le ment non trivial du noyau de la projection de
Mp(V ) sur Sp(V ) s’e crit (1, &1). Nous noterons = cet e le ment.
v En fait, la formule (1) permet de donner une autre re alisation de
Mp(V ), utile pour la suite, et qui de pend de la donne e d’un Lagrangien Lo
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de V, fixe une fois pour toutes. On de finit le groupe So(V )=Sp(V )_T,
muni de la loi suivante:
(x, t) } (x$, t$)=(xx$, tt$ei(?4) {(Lo , x } Lo , xx$ } Lo)) (2)
Soit maintenant Mo(V ) le sous-groupe de So(V ) forme des couples
(x, t(x)), x # Sp(V ) ou t(x) est une racine carre e de s(x)(Lo)&1. On ve rifie
aise ment, a l’aide de (1), que Mo(V ), muni de la loi induite par (2), est un
groupe isomorphe a Mp(V ).
Certains re sultats de LionVergne ([LI-VE]) permettent, alors, de
de crire un sous-groupe compact maximal de Mo(V ). Choisissons, pour
cela, une base (e1 , ed , f1 , ..., fd) de V, telle que: B(ei , fj)=$ij , et telle que
e1 , ..., ed soit une base de Lo . On peut alors identifier V a Cd de sorte que
e1 , ..., ed soit la base canonique de Cd et fk=iek , 1kd. Alors, si ( , )
est le produit hermitien canonique sur Cd, on peut e crire: B=Im( , ).
Dans ces conditions, le groupe unitaire U(d ) s’identifie a un sous-groupe
compact maximal de Sp(V ). Soit
t
U(d ) le reve^tement simplement connexe
de U(d ) de fini par:
t
U(d )=[(k, .) # U(d )_Rdet k=ei.]
Soit e galement RU(d ) le reve^tement a deux feuillets de U(d ) donne par:
RU(d )=[(k, z) # U(d )_Tz2=det k]
L’application: (k, .)  (k, ei(.2)) est, alors, un morphisme de reve^tement
de
t
U(d ) sur RU(d ). Soit (k, .) un e le ment de
t
U(d ), et %1 , ..., %d des re els
tels que:
ei%1, ..., ei%d sont les valeurs propres de k, %1+ } } } +%d=..
Posons:




+ \%j2+ et +(k, .)=:(k } k &1, 2.).
G. Lion et M. Vergne montrent que si k est e le ment de U(d ), e&i(?4) +(k, .)
est une racine carre e de s(k)(Lo)&1, et montrent, e galement, la proposition
suivante:
Proposition 1.21 [LI-VE, Cor. 1.9.16]. L’application (k, .) 
(k, e&i(?4) +(k, .)) est un morphisme localement injectif de
t
U(d ) dans Mo(V ),
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qui induit un plongement de RU(d ) dans Mo(V ) permettant ainsi d ’identifier
RU(d ) a un sous-groupe compact maximal de Mo(V ).
v Plus ge ne ralement, soit V un espace vectoriel re el de dimension
finie, muni d’une forme biline aire alterne e B, de noyau V =. Soit H un
groupe ope rant line airement dans V, en pre servant B. Alors, B induit,
sur VV =, une structure symplectique H-invariante. Il existe un
homomorphisme de groupes de H dans Sp(VV =). Pour x e le ment de H,
nous noterons x l’image de x dans Sp(VV =) par cet homomorphisme. Soit
I(V ) l’ensemble des sous-espaces isotropes maximaux de V; notons que si
L est e le ment de I(V ), alors LV = est un Lagrangien de VV =.
Soit x # H et (x , , (x)) un e le ment de Mp(VV =). Posons: ,(x)(L)=
, (x )(LV =).
Soit, enfin: H V=[(x, ,(x)), x # H, (x , , (x)) # Mp(VV =)], muni de la
structure de groupe induite par celle de Mp(VV =). C’est un reve^tement a
deux feuillets de H, appele extension me taplectique de H, relativement a V.
Remarque. On pourra de finir, comme pre ce demment et a l’aide du
lagrangien Lo V = de V|V =, le groupe H V, o forme des couples (x, t(x)),
x # H, qui est isomorphe a l’extension H V.
v Les notations restent les me^mes que pre ce demment. Soit W un
sous-espace de V, H-invariant. On suppose que: W =/W+V =. Dans ce
cas, si L est e le ment de I(W ), L+V = est un e le ment de I(V ). Les groupes
H V et H W sont bien de finis. Soit x un e le ment de H, (x, ,(x)) (resp.
(x, .(x))), un repre sentant de x dans H V (resp. H W). D’apre s [DU 1], 2.8,
on sait que le nombre ,(x)(L+V =).(x)(L) ne de pend pas du choix de L
dans I(W ). On notera, dore navant, ,(x).(x) ce nombre. On a, d’autre
part, le re sultat suivant:
Lemme 1.2.1. Soit { une repre sentation de H V, telle que {(=)=&Id. Pour
(x, .(x)) e le ment de H W, on pose:
{~ (x, .(x))=(,(x).(x)) {(x, ,(x)). (3)
Alors, (3) ne de pend pas du choix de la fonction ,(x), et de finit une repre sen-
tation de l ’extension H W.
v Soit U un groupe alge brique unipotent re el, d’alge bre de Lie u. Soit
+ un e le ment de u*, l une polarisation de u relativement a +, L le sous-
groupe de U, d’alge bre de Lie l et t+, l le caracte re unitaire de L associe a
+. Soit, enfin, T+, l l’e le ment du dual unitaire de U associe a + par la corres-
pondance de Kirillov et H(l) un espace de re alisation de cette repre senta-
tion. On sait que la classe d’e quivalence de T+, l ne de pend pas de la
polarisation l choisie. Soit T+ cette classe.
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Soit, maintenant l, l$ deux polarisations relativement a +. D’apre s Lion
Perrin, ([LI-PE]), il existe un ope rateur d’entrelacement canonique de
H(l) sur H(l$), de fini par:
\: # H(l), \x # U, F l$, l(:)(x)=|
L$L & L$
:(xy) t+, l( y) dy
(dy, mesure invariante choisie sur L$L & L$ de telle fac on que cet ope rateur
soit unitaire).
Soit H un groupe ope rant, par automorphismes, dans u, et donc dans U,
via l’application exponentielle. Supposons, de plus, que H stabilise +. Pour
x dans H, on note A(x) l’ope rateur de H(l) sur H(x } l) de fini par:
\: # H(l), \y # U, A(x) } :( y)=:(x&1( y)).
Posons: S+, l(x)=&A(x)&
&1 } F l, x } l b A(x). On obtient ainsi un ope rateur
unitaire et S+, l est une repre sentation projective de H dans H(l).
L’espace u est muni de la forme biline aire B+ , de sorte que l’extension
me taplectique H u est bien de finie. Soit H une re alisation de re fe rence de
T+ . Si l est une polarisation de u, et P : H(l)  H un ope rateur d’entrelace-
ment, on note encore: S+, l(x)=PS+, l(x) } P
&1, x # H, de sorte que S+, l est
une repre sentation projective de H dans H.
Lemme 1.2.2 [LI-PE]. Soit (x, ,(x)) un e le ment de H u. L’ope rateur
,(x)(l) } S+, l(x) ne de pend pas du choix de la polarisation l. Posons:
S+(x)=,(x)(l) } S+, l(x).
Alors, S+ est une repre sentation de H u, appele e repre sentation me ta-
plectique, et on a:
\(x, ,(x)) # H u, \y # U, S+(x, ,(x)) T+( y) S+(x, ,(x))&1=T+(x( y)).
1.3. La me thode des orbites de Duflo
v Une parame trisation du dual unitaire. On reprend les notations de
1.1 et on conside re un e le ment f de g*. Soit R( f ) un facteur re ductif
de G( f ). Alors, l’extension me taplectique G( f )g est produit semi-direct de
R( f )g et uG( f ) (identifie , ici, de manie re unique, a un sous-groupe de
G( f )g).
Soit, maintemant, Y( f ) l’ensemble des repre sentations unitaires irre duc-
tibles { de R( f )g telles que {(=)=&Id. Soit, enfin, E=[( f, {)f est de type
unipotent et { # Y( f )]. Le groupe G ope re naturellement dans E. M. Duflo
e tablit, alors, dans [DU 1], ch. 3, le re sultat suivant:
The ore me 1.3.1. Il existe une bijection de EG sur le dual unitaire de G.
401UNE REPRE SENTATION UNIPOTENTE
File: 580J 286409 . By:CV . Date:23:05:96 . Time:08:21 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 3096 Signs: 2188 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
De signons par ?f, { l’image par cette bijection d’un couple ( f, {) de E.
Outre la technique de re currence qui permet de de montrer ce the ore me,
M. Duflo propose une autre construction de cette repre sentation qui utilise,
notamment, l’existence d’une sous-alge bre de type fortement unipotent
relativement a f. C’est cette construction, de crite dans ([DU 1], 3.16), que
nous utiliserons par la suite et, donc, que nous allons rappeler maintenant.
v Une construction de ?f, { . Soit ( f, {) un e le ment de E. On sait,
d’apre s le paragraphe 1.1, qu’il existe des sous-alge bres de type fortement
unipotent relativement a f, G( f )-invariantes; choisissons-en une, soit b. Soit
r( f ) un facteur re ductif de g( f ). On a b=g( f )+ ub=r( f ) ub. Posons
ub=a, A le sous-groupe de G correspondant, et R( f ) un facteur re ductif de
G( f ), d’alge bre de Lie r( f ).
Soit B=G( f ) A=R( f )_A, qui est un sous-groupe ferme de G,
d’alge bre de Lie b. Soit + la restriction de f a a. Alors, R( f ) ope re dans a
en laissant stable +, de sorte que l’extension R( f )a est bien de finie. On
ve rifie facilement que a=/a+g( f ), si bien que l’on peut introduire
l’e le ment {~ de R( f )@a associe a {, selon le lemme 1.2.1.
Soit T+ la classe de repre sentation de A associe e a + par la corres-
pondance de Kirillov, d’espace L+ , et S+ la repre sentation me taplectique
associe e.
On de finit une repre sentation du groupe B, note e {S+ T+ , dans le
produit tensoriel de l’espace de { et de l’espace de T+ , soit V{L+ , en
posant:
\x # R( f ), \y # A, ({S+ T+)(xy)={~ (x, .(x))S+(x, .(x)) } T+( y)
(4)
Posons: ?f, {, b=Ind
G
B({S+ T+).
De signons par H l’espace de cette repre sentation et de crivons cet espace.
Soit $ la fonction module de G relativement a B, C l’espace des fonctions
f, continues sur G, a support compact modulo B, et a valeurs dans l’espace
de Hilbert V{L+ ve rifiant: \x # G, \b # B, f (xb)=$(b) f (x).
On de finit sur C une forme line aire positive G-invariante m, unique a un
coefficient multiplicatif pre s, et on pose:
m( f )=|
GB
f (x) dm(x), \f # C
On de finit ensuite l’espace H des fonctions f, C  sur G, qui ve rifient:
 \x # G, \b # B, f (xb)=$(b)12 ({S+ T+)(b)&1 } f (x)
 GB & f (x)&2 dm(x)<, ou & & de signe la norme dans V{L+
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On de finit, sur H , un produit scalaire, note ( ) , par: ( f, g) =
GB ( f (x), g(x)) 1 dm(x), ou ( ) 1 est le produit scalaire dans V{L+ .
Alors, H est le comple te de l’espace pre hilbertien H pour ce produit
scalaire, et G ope re dans H par: \x, y # G, \f # H, ?f, {, b(x) } f ( y)= f (x
&1y).
The ore me 1.3.2 [DU 1, 3.16]. Soit ( f, {) # E, b et b$ deux sous-alge bres
de type fortement unipotent relativement a f, G( f )-invariantes. Les repre -
sentations ?f, {, b et ?f, {, b$ , de finies par la construction pre ce dente, sont
irre ductibles et e quivalentes.
La classe d’e quivalence de ces repre sentations est la classe de la repre sen-
tation ?f, { .
v Le cas d ’une orbite admissible. Soit f un e le ment de g* et
conside rons le sous-ensemble X( f ) de Y( f ) forme des e le ments { de Y( f )
dont la diffe rentielle est un multiple de if |r(f) .
De finition 1.3.1. La G-orbite G } f est dite G-admissible si X( f ) est
diffe rent du vide. Chaque e le ment de X( f ) sera, alors, appele parame tre
d’admissibilite de la G-orbite.
Le lemme qui suit est conse quence directe des de finitions.
Lemme 1.3.1. Soit f un e le ment de g* et G( f )o la composante neutre de
G( f ).
(1) L’orbite G } f est G-admissible si et seulement si il existe un carac-
te re unitaire /f de (G( f )o)g tel que d/f=if | g( f ) et /f (=)=&1. De plus, si un
tel caracte re existe, il est unique.
(2) On suppose que G } f est G-admissible et que G( f ) est connexe.
Alors, X( f ) est un singleton.
(3) On suppose que if | g( f ) est la diffe rentielle d ’un caracte re de G( f )o .
Alors, G } f est G-admissible si et seulement si (G( f )o)g posse de exactement
deux composantes connexes.
La strate gie que nous allons utiliser par la suite ne cessite que l’on puisse
associer a une orbite G-admissible un e le ment du dual unitaire du groupe
G. La parame trisation de M. Duflo nous en fournit les outils ne cessaires,
a condition que l’orbite G-admissible envisage e posse de un e le ment de type
unipotent.
De finition 1.3.2. Supposons f G-admissible et de type unipotent; soit {
un parame tre d’admissibilite de f, et ?f, { la repre sentation unitaire irre duc-
tible de G, construite dans le paragraphe pre ce dent. Cette repre sentation
sera appele e G-repre sentation unipotente associe e a la G-orbite G } f.
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2. Un the ore me d’existence
2.1. Notations
On suppose, dans ce paragraphe, que G est un groupe de Lie simple re el
de ploye , connexe et simplement connexe, dont l’alge bre de Lie g n’est ni de
type An , ni de type Cn , K la forme de Killing qui identifie g a son dual
g*. Si g$ est une sous-alge bre de g, on de signera par g$* son dual. Soit
g=ks une de composition de Cartan de g, % l’involution correspondante,
et h une sous-alge bre de Cartan de g contenue dans s, 2=2(h, g) un
syste me de racines de h dans g, 2+ un syste me de racines positives choisi
dans 2, 6 une base de racines simples de 2. A toute racine positive : de
2, on associe le sl2-triplet (X: , H: , X&:) d’une base de Chevalley de g. Soit
; la plus haute racine de 2, n+=(X: , : # 2+), n=(X&: , : # 2+) ,
b=hn+ la sous-alge bre de Borel associe e. Soit enfin K un sous-groupe
compact maximal de G, d’alge bre de Lie k.
Le groupe G agit sur g suivant la repre sentation adjointe, et donc sur g*
par identification. Soit N l’ensemble des e le ments nilpotents de g, et NG
l’ensemble des G-orbites nilpotentes.
Dans ces conditions, on sait que l’ensemble NG posse de un unique
e le ment de dimension minimale, que nous noterons Omin , que cette orbite
est la G-orbite dans g du vecteur radiciel X&; . Soit f =K(X&; , } ) l’e le -
ment de g* associe a X&; .
2.2. Orbite minimale et formes de type unipotent
Soit p une sous-alge bre parabolique standard (c’est-a -dire contenant b)
de g, p=man, sa de composition de Langlands. Compte tenu des
choix faits pre ce demment, on a: n/n+. Soit P le sous-groupe parabolique
de G correspondant et q la restriction de f a p. Soit, enfin, r* l’application
de restriction de g* dans p*.
Proposition 2.2.1. (1) La P-orbite P } X&; est ouverte dense, contenue
dans Omin . C ’est, de plus, l $unique P-orbite de g, ve rifiant ces proprie te s.
(2) L’application de restriction r* induit un isomorphisme de P } X&;
sur P } q.
Preuve. (1) Soit g(X&;) le stabilisateur de X&; dans g, p(X&;)=
g(X&;) & p, G(X&;) et P(X&;) les stabilisateurs respectifs dans G et P. Par
proprie te de ;, on a: N &/G(X&;); Si 0=P } N & est la grosse cellule de
Bruhat de G associe e a P, on en de duit, alors, que 0 } X&;=P } X&; est un
ouvert dense de G } X&; . L’unicite d’une telle P-orbite est une conse quence
directe des proprie te s de 0.
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(2) L’inclusion p(X&;)/p(q) est due a la g-invariance de K. Mon-
trons que l’on a l’e galite .
La de composition g=pn& et le fait que n& est inclus dans g(X&;)
impliquent l’existence d’un isomorphisme j : gg(X&;)  pp(X&;). Cet
isomorphisme permet de munir l’espace pp(X&;) d’une structure symplec-
tique, la forme biline aire Bf qui de finit cette structure e tant donne e par:
X , Y # pp(X&;), B f (X , Y )= f ([X, Y ]). Soit s : pp(X&;)  pp(q) le
morphisme surjectif induit par l’application identite de p. D’autre part,
pp(q) est muni e galement d’une structure symplectique, de forme biline aire
associe e B q .
Soit Z # ker s; on a, pour tout X de p : B q(s(X ), s(Z ))=0=q([X, Z])=
f ([X, Z])=B f (X , Z ). On de duit que Z # ker Bf , d’ou Z =0 et
p(X&;)=p(q).
Inte ressons-nous maintenant aux stabilisateurs dans P. L’inclusion
P(X&;)/P(q) est, comme pre ce demment, une conse quence directe des
de finitions. Conside rons, alors, les stabilisateurs, P(RX&;) et P(Rq), des
droites vectorielles engendre es respectivement par X&; et q. Soit x un
e le ment de P(RX&;), X un e le ment de p. On a: Ad x } X&;=a(x) X&; ,
a caracte re de P(RX&;), et Ad x } q(X )=q(Ad x&1 } X )=K(X&; ,
Ad x&1 } X )=K(Ad x } X&; , X )=a(x) q(x). D’ou l’inclusion: P(RX&;)/
P(Rq). Montrons que l’on a, fait, l’e galite , ce qui revient a e tablir que
P(RX&;) et P(Rq) ont un facteur re ductif commun.
Soit H le sous-groupe de Cartan de G, l’alge bre de Lie h. On ve rifie
facilement que H/P(RX&;). L’inclusion P(RX&;)/P(Rq) implique
l’existence d’un facteur re ductif R; de P(RX&;), d’un facteur re ductif Rq de
P(Rq), et d’un facteur re ductif R de P tels que: R;/Rq/R. Mais MA est
un facteur re ductif de P et, d’apre s [KH-TO], prop. 22, il existe x dans le
centralisateur de H dans uP tel que xRx&1=MA. Ce centralisateur e tant
re duit a 1, on R=MA et tout revient, alors, a montrer que: MA(RX&;)=
MA(Rq).
L’inclusion: MA(RX&;)/MA(Rq) est due a ce qui pre ce de. Re ciproque-
ment, soit x # MA(Rq), b le caracte re de MA(Rq) tel que Ad x } q=b(x) q,
et X # g, X=Y+Z, Y # p, Z # n&. Alors, Ad x } X=Ad x } Y+Ad x } Z,
avec Ad x } Y # p et Ad x } Z # n&, car MA normalise n&.
Mais K(Ad x } X&; , X )=K(X&; , Ad x&1 } Y ), car pour tout e le ment
U de n&, on a: K(X&; , U )=0.
D’ou :
K(Ad x } X&; , X )=Ad x } q(Y )
=b(x) q(Y )
=b(x) K(X&; , X ), car K(X&; , Z)=0
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Ainsi, on a: Ad x } X&;=b(x) X&; et donc x # MA(RX&;). Finalement, on
a bien:
P(Rq)=P(RX&;)
Montrons, enfin, l’e galite des stabilisateurs P(q) et P(X&;). Soit x # P(q);
alors, x est e le ment de P(Rq) et donc de P(RX&;). On a: Ad x } X&;=
a(x) X&; .
D’ou : K(Ad x } X&; , X ) = a(x) K(X&; , X ), \X # p, et Ad x } q =
a(x)q=q. Ainsi, x appartient a P(X&;). L’e galite des stabilisateurs
implique imme diatement 2).
Proposition 2.2.2. Soit bq=p(q)+n. La forme q est de type unipotent
dans p* et la sous-alge bre acceptable canonique associe e a q est bq .
La de monstration de ce re sultat utilise essentiellement une technique de
re currence due a M. Duflo. Soit + la restriction de q a n, l=p(+) et v la
restriction de q a l.
Lemme 2.2.1. On a: l(v)=l.
Preuve. Compte tenu de [DU 1], ch. 1, Lemme 16, tout revient a
de montrer que: l=p(q)+n(+). L’inclusion p(q)+n(+)/l est e vidente.
Soit 6 $ le sous-ensemble de 6 qui sert a de finir la sous-alge bre paraboli-
que p et 2(6 $) le syste me de racines associe a la sous-alge bre re ductive




: # 2+(6 $)
b: X:+ :
: # 2+(6 $)
c: X&:
Pour : # 2, X:&; sera choisi comme e le ment de la base de Chevalley si
:&; est e le ment de 2, et e gal a 0 sinon.
Soit Am=[:&;, : # 2
+(6 $) _ [0]X:&; # [ma, X&;]].
Ecrivons &; sous la forme: &;=:i # 6 $ ni :i , les ni e tant des entiers
&1. Alors, tout e le ment $ de Am s’e crit: $=:i # 6&6 $ ni :i+
:i # 6 $ (ni+si) } :i , si entiers 0, et si X appartient a ma, on a:
[X, X&;]=: d$ X$ , avec $ # Am (5)
Posons, d’autre part: An=[:&;, : # 2
+(6 )&2(6 $)X:&; # [n, X&;]].
Par de finition, tout e le ment $ de An s’e crit: $=:i # 6&6 $ ni$ :i+:i # 6 $ ni :i
et ni$>ni , pour au moins un :i dans 6&6 $. Il re sulte facilement de tout
ceci que:
Am & An=, (6)
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Posons, enfin: n=n$+n", avec: n$=(X: , &: # An) et n"=
(X: , &:  An).
Soit, maintenant, L un e le ment quelconque de l, L=X+Y, X # ma,
Y # n. On a, alors:
K([X, X&;], Z )+K([Y, X&;], Z )=0, \Z # n. (7)
De (5), (6), (7) on de duit facilement tout d’abord que
K(X&; , [Y, Z])=0 pour tout Z de n$, puis, par de finition me^me de An ,
que: K([Y, X&;], Z )=0, pour tout Z de n", ce qui implique que Y est
e le ment de n(+). (7) implique alors que X est e le ment de (ma)(+), d’ou
l’inclusion: l/(ma)(+)+n(+).
Soit enfin Z # p; e crivons Z sous la forme: Z=Z$+Z", Z$ # ma,
Z" # n. Soit X un e le ment de (ma)(+). On a:
q([X, Z])=K(X&; , [X, Z])=K(X&; , [X, Z$])+K(X&; , [X, Z"])
Or, [X, Z$] # ma, ;  2(6 $) et X # (ma)(+). Donc,
K(X&; , [X, Z$])=K(X&; , [X, Z"])=0.
D’ou X # p(q), (ma)(+)/p(q) et l/p(q)+n(+), ce qui de montre le
lemme.
Preuve de la Proposition 2.2.2. Il suffit d’appliquer le lemme 17, ch. 1,
de [DU 1]. La sous-alge bre l est, d’apre s le lemme 2.2.1, la sous-alge bre
acceptable canonique relativement a v. On en de duit, ainsi, que la sous-
alge bre bq=l+n=p(q)+n(+)+n=p(q)+n est la sous-alge bre accept-
able canonique associe e a q.
Il suffit, enfin, de remarquer que X;  p(X&;)=p(q) et, donc, que
p(q)/ker q, pour en de duire que ker q contient bien un facteur re ductif de
p(q) et, ainsi, que q est une forme de type unipotent.
Il sera utile, pour la suite, de savoir de terminer le stabilisateur P(X&;),
ou plus pre cise ment, un sous-groupe compact maximal de P(X&;).
Proposition 2.2.3. Le groupe K & P(X&;) est un sous-groupe compact
maximal de P(X&;).
Preuve. Il est clair que K & P(X&;)=K & MA(X&;). Tout revient donc
a montrer que K & MA(X&;) est un sous-groupe compact maximal de
MA(X&;). Or, on sait que K & MA est un sous-groupe compact maximal
de MA et que: K & MA(RX&;)=(K & MA) & MA(RX&;). Comme &; est
la plus basse racine de 2, MA(RX&;) contient un sous-groupe de Borel
de MA: c’est donc un sous-groupe parabolique de MA. Il s’en suit que
K & MA(RX&;) est un sous-groupe compact maximal de MA(RX&;).
407UNE REPRE SENTATION UNIPOTENTE
File: 580J 286415 . By:CV . Date:23:05:96 . Time:08:21 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2945 Signs: 2091 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
Tout e le ment x de K & MA(RX&;) ve rifie la proprie te : Ad x } X&;=
a(x) } X&; . Comme a est un caracte re re el du groupe compact K & MA,
alors a(x)=\1.
Soit MA&(X&;)=[x # MAAd x } X&;=&X&;]. On a, bien su^r:
K & MA(RX&;)=K & MA(X&;) _ K & MA&(X&;). (8)
Soit B un sous-groupe compact de MA(X&;) contenant K & MA(X&;).
C’est un sous-groupe compact de MA(RX&;).
Il existe donc un e le ment z de MA(RX&;) tel que z } B } z&1/
K & MA(RX&;). Mais MA(X&;) est un sous-groupe distingue de
MA(RX&;), ce qui implique: z } B } z&1/MA(X&;). De (8), on de duit la
double inclusion: z } K & MA(X&;) } z&1/z } B } z&1/K & MA(X&;). La
fin de la preuve re sulte alors du lemme simple suivant:
Lemme 2.2.2. Soit H un groupe de Lie, et S un sous-groupe de H, ayant
un nombre fini de composantes connexes, tel qu’il existe x dans H,
xSx&1/S. Alors, xSx&1=S.
2.3. Orbite minimale et G-admissiblite
On suppose dans ce paragraphe que Omin est G-admissible
Proposition 2.3.1. Soit P un sous-groupe parabolique de G, d ’alge bre de
Lie p, f =K(X&; , } ) et q la restriction de f a p.
(1) L’extension me taplectique P(q)p est isomorphe a un sous-groupe de
l ’extension G( f )g.
(2) La P-orbite dense associe e a Omin est P-admissible, la restriction
d ’un parame tre d ’admissibilite de Omin a P(q)p e tant un parame tre d ’ad-
missibilite de cette P-orbite.
Preuve. (1) L’e galite : P(q)=P(X&;) et l’existence d’un isomorphisme
j de gg(X&;) sur pp(X&;), e tablis dans la preuve de la proposition 2.2.1,
permettent, d’une part, d’affirmer que P(q) est un sous-groupe de G( f ), et,
d’autre part, de montrer l’isomorphisme des deux structures symplectiques
qui servent a de finir les extensions en question. Le re sultat s’en suit.
(2) Ce re sultat est, en partie, une conse quence de (1); en effet, soit {
un parame tre d’admissibilite de Omin et {p la restriction de { a P(q)
p,
moyennant l’identification pre ce dente. L’inclusion p(q)/g( f ) montre que
{p remplit bien les conditions souhaite es. Le seul proble me a re soudre est
donc son irre ductibilite . Or ceci tient au fait que chaque composante
connexe du stabilisateur G(X&;) posse de au moins un point dans P.
408 HERVE SABOURIN
File: 580J 286416 . By:CV . Date:23:05:96 . Time:08:21 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2947 Signs: 2169 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
Conse quence. Si Omin est admissible, la P-orbite P } X&; est admissible
et de type unipotent. On peut donc associer, a chaque couple (P, {), P
parabolique standard, { parame tre d’admissibilite , et selon la me thode
de crite pre ce demment, une P-repre sentation unipotente que nous noterons
?P, { . On dispose ainsi d’une famille de P-repre sentations unitaires irre duc-
tibles associe e a l’orbite minimale. Le paragraphe qui suit va nous fournir
un moyen de ‘‘remonter’’ au groupe G, a partir de certains e le ments de
cette famille.
2.4. Un the ore me d ’existence
v 2.4.1. Sommes amalgame es, un re sultat de J. Tits
De finition 2.4.1. Soit (Gi) une famille de sous-groupes d’un groupe G.
On dit que G est somme amalgame e des (Gi), suivant leurs intersections,
s’il satisfait a la proprie te universelle suivante, note e (PU ):
Soit H un groupe, hi : Gi  H une famille de morphismes telle que:
\(i, j ), \x # Gi & Gj , hi (x)=hj (x).
Alors, il existe un morphisme h : G  H et un seul tel que: h(x)=hi (x),
\x # Gi , pour tout i.
Le the ore me suivant, e tabli par J. Tits, est de montre dans le cadre plus
ge ne ral des syste mes de Tits. Nous nous contenterons de cet e nonce plus
restrictif, suffisant pour la suite.
The ore me 2.4.1 [SE, ch. 2, par 1, cor. 3]. Soit G un groupe de Lie re el
simple de rang supe rieur ou e gal a 3, B un sous-groupe de Borel de G. Alors,
G est somme amalgame e de ses sous-groupes paraboliques maximaux suivant
leurs intersections.
v 2.4.2. Supposons maintenant G de rang n, supe rieur ou e gal a 3.
De signons par [Pi , 1in] la famille des sous-groupes paraboliques
maximaux standards de G, et supposons, de plus, que l’orbite minimale
Omin est G-admissible.
Soit { un parame tre d’admissibilite de Omin . Pour chaque sous-groupe
parabolique maximal Pi de G, on conside re la Pi-repre sentation unipotente
?Pi , { note e, dore navant, ?i, {.
On suppose que la famille (?i, {)1in ve rifie les deux hypothe ses suivantes:
v (H1): pour tout i, 1in, la restriction de ?i, { a B est une
repre sentation unitaire irre ductible de B.
v (H2): pour tout couple d’indices (i, j ), 1i< jn, les restrictions
de ?i, { et ?j, { a Pi & Pj sont e quivalentes.
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De signons, enfin, par Hi l’espace de la repre sentation ?i, {.
Soit 1in. La proprie te (H2) assure l’existence d’un ope rateur unitaire
Ui de Hi sur H1 qui entrelace les restrictions de ?i, { et ?1, { a P1 & Pi .
Posons, pour x dans Pi ,
?
 i, {
(x)=Ui b ?i, {(x) b U &1i
On de finit, ainsi, une repre sentation de Pi dans l’espace H1, e quivalente
a ?i, { .
Appliquons, maintenant, le the ore me 2.4.1. Le groupe G est donc somme
amalgame e des sous-groupes paraboliques maximaux Pi , suivant leurs
intersections. Or, d’une part ?
 i, {
: Pi  U(h1) est une famille de morphismes
de groupes et, d’autre part, ?
 i, { |P1 & Pi
=?1, { |P1 & Pi , 2in.
Pour i, j tels que 1i< jn, ?
 i, {|Pi & Pj
et ?
 j, { |Pi & Pj
sont deux repre senta-
tions e quivalentes de Pi & Pj dans l’espace H1 , d’apre s (H2), irre ductibles
d’apre s (H1).
Il existe donc c # U(H1) tel que c b ? i, {|Pi & Pj
=?
 j, ?|Pi & Pj
b c. Il re sulte de ceci
et de ce qui pre ce de que:
c b ?1|B=?1|B b c.
D’apre s (H1), on de duit imme diatement que c=* } Idh1et donc que:
?
 i, {|Pi & Pj
=?
 j, {|Pi & Pj
.
Ainsi, on a: 1i< jn, ?
 i, {|Pi & Pj
=?
 j, {|Pi & Pj
. Il existe, d’apre s la proprie te
(PU) de la de finition 2.4.1, un morphisme ?{ : G  U(H1) et un seul tel que:
?{(x)=?i, {(x), \x # Pi .
Il nous reste a prouver que le morphisme ?{ est continu.
Soit P un sous-groupe parabolique maximal standard de G, de de com-
position de Langlands P=MAN, avec N/N +, et soit w un e le ment du
groupe de Weyl de G qui transforme N en un sous-groupe de N &. Soit
V=wPw&1N; on remarque imme diatement que V est un translate de la
‘‘grosse cellule’’ de Bruhat, et donc qu’il s’agit d’un ouvert dense de G.
D’autre part, on conside re les applications suivantes:
v d : V  P_uP, de finie par: d(wxw&1 } y)=(x, y)
v e : P_uP  U(H1)_U(H1), de finie par: e(x, y)=(?P, {(x), ?P, {( y))
v f : U(H1)_U(H1)  U(H1), de finie par: f (u, v)=?{(w) b u b ?{(w)&1 b v
ces trois applications sont clairement des applications continues, lorsque
l’on munit U(H1) de la topologie de la convergence simple, de telle sorte
que la compose e f b e b d est un application continue de V dans U(H1). Or
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cette compose e n’est autre que la restriction de ?{ a un ouvert dense de G,
ce qui de montre la continuite de ?{ .
On peut, maintenant, e noncer le the ore me suivant:
The ore me 2.4.2. Soit G un groupe simple re el de ploye , connexe et sim-
plement connexe, de rang n supe rieur ou e gal a 3, B un sous-groupe de Borel
de G et Omin la G-orbite nilpotente minimale. On suppose que Omin est
G-admissible.
Soit { un parame tre d ’admissibilite de Omin , ?i, { la Pi-repre sentation
unipotente associe e au couple (Pi , {), pour chaque sous-groupe parabolique
maximal standard Pi de G.
On suppose que la famille des repre sentations (?i, {) satisfait aux deux
hypothe ses suivantes:
(1) pour tout indice i, 1in, la restriction de ?i, { a B est une
repre sentation unitaire irre ductible de B.
(2) pour tout couple d ’indices (i, j ), 1i< jn, les restrictions de ?i, {
et ?j, { a Pi & Pj sont e quivalentes.
Alors, il existe une repre sentation unitaire irre ductible ?{ de G, et une seule,
a e quivalence pre s, dont la restriction a chaque parabolique maximal Pi est
e gale a ?i, { .
3. Une repre sentation unipotente de G associe e a l’orbite
nilpotente minimale
3.1. Le reve^tement universel de SOo(4, 3)
3.1.1. L’alge bre de Lie so(4.3.). Soit g=so(4, 3) que nous identifierons
a une sous-alge bre de so(4, 4) de la manie re suivante:
Soit (e1 , e2 , e3 , e4 , e&1 , e&2 , e&3 , e&4) la base canonique de R8, B la
forme quadratique de finie sur R8, de matrice, par rapport a la base canoni-






0 & , I4 matrice unite (4, 4).
On pose: =i=ei+e&i , =i+4=ei&e&i , 1i4. La famille (=i) est une
base de R8, orthogonale relativement a B.
Alors, g=[X # so(4, 4)X } =8=0], et un e le ment X de g est repre sente
par sa matrice dans la base canonique de R8, soit:
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0 & , A # M3(R), a, b # M3, 1(R),
B, C # M3(R), anti-syme triques.

















0 & , a # M3, 1(R), A, B # M3(R), anti-syme triques.
Alors, k est une sous-alge bre compacte de g, de dimension 9. On a, plus,
la de composition de Cartan: g=ks, avec s supple mentaire de k dans g,
forme des matrices syme triques de g.
Soit







0& , 0 # M4(R)= .
h est une sous-alge bre de Cartan de ploye e de g.
On note: ’i (H(x1 , x2 , x3))=xi , 1i3, l’application coordonne e
correspondante. Le syste me de racines 2=2(h, g) est de type B3 , donne
par:
2=[\(’i\’j), 1i< j3; \’i , 1i3]
Soit 2+=[(’i\’j), 1i< j3; ’i , 1i3], :1=’1&’2 , :2=
’2&’3 , :3=’3 et 6=[:i , 1i3] la base de racines simples de 2.
A chaque racine : de 2+, on associe, comme dans le paragraphe 2, les
e le ments H: , X: , X&: d’une base de Chevalley de g, l’e le ment
W:=X:&X&: de k et la sous-alge bre sl2(:), isomorphe a sl2(R), engendre e
par (H: , X: , X&:). Soit H1=H(1, 0, 0), H2=H(0, 1, 0), H3=H(0, 0, 1).
Alors, H’i\’j=Hi\Hj et H’i=2Hi .
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D’autre part, les crochets, dans g, sont donne s par: (ij=1 si i< j, =&1
sinon)
[X’i&’j , X’j&’k]=X’i&’k
[X’i&’j , X’j+’k]=ik jk X’i+’k
[X’i+’j , X&’j&’k]=&ij  jk X’i&’k
[X’i&’j , X&’i&’k]=&ik  jk X&’j&’k
[X’i&’j , X’j]=X’i
[X’i&’j , X&’i]=&X&’j
[X’i+’j , X&’j]=&ij X’i
[X’i , X’j]=&2ij X’i+’j
[X’i , X&’j]=2X’i&’j
[X’i , X&’i&’j]=ij X&’j
[X&’i , X&’j]=2ij X&’i&’j
Soit, enfin, n+, n&, et b les sous-alge bres associe es a 2, suivant (2).
3.1.2. Le reve^tement universel de SOo(4, 3) et son sous-groupe compact
maximal. Le groupe G de signe maintemant le reve^tement connexe et
simplement connexe, a quatre feuillets, de la composante neutre SOo(4, 3)
de SO(4, 3). Soit K le sous-groupe compact maximal de G, d’alge bre de Lie
k, dont nous utiliserons, par la suite, la re alisation suivante.
Soit E=(=i , 1i4) , F=(=i+4 , 1i4) et k$=so(4, 4) & so(8), qui
laisse invariants respectivement les deux espaces E et F. Soit K $ le sous-
groupe analytique d’un reve^tement simplement connexe de SO(4, 4),
d’alge bre de Lie k$. Dans ces conditions, K $ s’identifie a un reve^tement
de SO(E )_SO(F ). De signons, ensuite, par H le corps des quaternions,
1, i, j, k ses ge ne rateurs usuels.
Soit
hE : E  H, hF : F  H
=1  1 =5  1
=2  i =6  i
=3  j =7  j
=4  k =8  k
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On sait que SU(2) est la sphe re unite de H. Soit S=SU(2)4. Posons
ensuite:
\(a, b) # SU(2)2, \x # E, \y # F
a } x } b=h&1E (a } hE (x) } b), a } y } b=h
&1
F (a } hF ( y) } b).
Alors, S agit sur EF par: (a, b, c, d ) } (x, y)=(a } x } b&1, c } y } d &1), et
cette action permet d’identifier, via leurs alge bres de Lie, K $ et S. Dans ces
conditions, on a:
K=[(a, b, c, d ) # Sc } k } d &1=k]
=[(a, b, c, k&1 } c } k), (a, b, c) # SU(2)3] (9)
Ainsi, K s’identifie a SU(2)3.
On de finit, dans K, les e le ments particuliers suivants: Pour t, t$ e le ments
de [&1, 1],
1(t, t$)=(t1, t1, t$1),
i(t, t$)=(t i, &t i, t$ i),
j(t, t$)=(t j, &t j, t$ j),
k(t, t$)=(tk, tk, t$k).
Alors, Z(G )=[1(t, t$), t, t$ # [&1, 1]] est le centre de G.
Soit, pour : # 2, t # R, x:(t)=expG tX: , w:(t)=expG tW: , t # R*,
h:(t)=expG ln |t| H: un syste me de ge ne rateurs de G. En particulier, on
posera w:=w:(?2). Dans K, les e le ments w2: s’expriment de la manie re
suivante:














Soit, enfin, A et N les sous-groupes analytiques de G, d’alge bres de Lie
respectives h et n+, M $ et M, respectivement le normalisateur et le cen-
tralisateur de A dans K, B=MAN le sous-groupe de Borel de G, d’alge bre
de Lie b.
Le groupe M $ est engendre par les w: , : # 2, tandis que M est engendre
par les w2: . On ve rifie facilement que M est d’ordre 16 et de fini par:
M=[1(t, t$), i(t, t$), j(t, t$), k(t, t$), t, t$ # [&1, 1]]
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Posons, une fois pour toutes:
w=w’1&’2 , s=w’1&’3 , _=w’3
On constate, alors, que: M=(w2, s2, _2) , Z(G )=[1, _2, w4, _2 } w4] et
que l’on a les formules suivantes:
w2 } s2=s6 } w2, w4=s4, w8=s8=1 (10)
3.1.3. Sous-groupes paraboliques maximaux de G. Soit, pour 1i3, pi
la sous-alge bre parabolique maximale standard associe e a la racine simple
:i , pi=m iain i sa de composition de Langlands et Pi le sous-groupe
parabolique de G correspondant. On rappelle que si (Mi)o , Ai , Ni
de signent respectivement les sous-groupes analytiques de G d’alge bre de
Lie mi , ai , n i , et si ZK (Ai) est le stabilisateur de Ai dans K, on a:
Mi=ZK (Ai) } (Mi)o et Pi=Mi } Ai } Ni .
En fait, le lemme 1.2.4.5 de ([WA]) nous permet d’e crire: Mi=
M } (Mi)o . Or, d’apre s ce qui pre ce de, M est engendre par les w2: , : # 6.
Il est facile de ve rifier, ensuite, que l’on a des formules de commutation du
type suivant:







Notons 1a le sous-groupe de G engendre par a. A l’aide des de finitions
et en utilisant les formules de commutation cite es pre ce demment, on
obtient sans difficulte s les re sultats suivants:
(1) Soit 61=[:2 , :3], 2(61)=[\(’2+’3), \(’2&’3), \(’2),
\(’3)]
v 21=2&2(61), 2+1 =21 & 2
+=[’1&’2 , ’1+’2 , ’1&’3 ,
’1+’3 , ’1].
v h1=(H:2 , H:3)
v m1=h1(X: , : # 2(61))
v a1=(H’1)
v n1=(X: , : # 2+1 )
v p1=m1a1 n1 est une sous-alge bre parabolique maximale de
dimension 16 de g.
v M1=1w2 } (M1)o , P1=1w2 } (P1)o .
(2) Soit 62=[:1 , :3], 2(62)=[\(’1&’2), \(’3)]
v 22=2&2(62), 2+2 =22 & 2
+=[’2 , ’1+’2 , ’1\’3 , ’2\’3 , ’1].
v h2=(H:1 , H:3)
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v m2=h2(X: , : # 2(62))
v a2=(H’1+’2)
v n2=(X: , : # 2+2 )
v p2=m2a2 n2 est une sous-alge bre parabolique maximale de
dimension 14 de g.
v M2=1s2 } (M2)o , P2=1s2 } (P2)o .
(3) Soit 63=[:1 , :2], 2(63)=[\(’1&’2), \(’1&’3), \(’2&’3)]
v 23=2&2(63), 2+3 =23 & 2
+=[’1 , ’2 , ’1+’2 , ’2+’3 ,
’1+’3 , ’3].
v h3=(H:1 , H:2)
v m3=h3(X: , : # 2(63))
v a3=(H:1+2H:2+3H:3)
v n3=(X: , : # 2+3 )
v p3=m3a3 n3 est une sous-alge bre parabolique maximale de
dimension 15 de g.
v M3=1_2 } (M3)o , P3=1_2 } (P3)o .
Posons maintenant Pij=Pi & Pj , 1i< j3.
La de termination de la de composition de Langlands de chacun de ces
sous-groupes se fait de la me^me manie re. On constate que Mij=1ij } (Mij)o ,
ou 1ij est le sous-groupe de K engendre par w2:i et w
2
:j . Citons, sans autres
commentaires, les re sultats obtenus.
Le parabolique P12 .
v m12=sl2(’3)
v a12=(H’1&’2 , H’1+’2)
v n12=(X’1\’3 , X’2\’3 , X’1\’2 , X’1 , X’2)
v M12=1(s2, w2) } (M12)o et P12=M12 A12 N12=1(s2, w2) } (P12)o
ou 1(s2, w2) est le sous-groupe de K engendre par s2 et w2.
Le parabolique P13 .
v m13=sl2(’2&’3)
v a13=(H’1 , H’2+’3)
v n13=(X’1\’3 , X’2+’3 , X’1\’2 , X’1 , X’2 X’3)
v M13=1(w2, _2) } (M13)o et P13=M13 A13 N13=1(w2, _2) } (P3)o
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Le parabolique P23 .
v m23=sl2(’1&’2)
v a23=(H’1+’2 , H’3)
v n23=(X’1\’3 , X’2\’3 , X’1+’2 , X’1 , X’2 X’3)
v M23=1(s2, _2) } (M23)o et P23=M23 A23 N23=1(s2, _2) } (P23)o .
3.2. Admissibilite de la G-orbite minimale
La plus haute racine du syste me 2 est ici ;=’1+’2 et l’orbite nilpotente
minimale Omin est de dimension 8 ([JO 1]).
Le stabilisateur g(X&;) est donne par: g(X&;)=sl2(’1&’2)
sl2(’3)+n&. Posons:
r(;)=sl2(’1&’2)sl2(’3),
n(;)=(X&(’1\’3) , X&(’2\’3) , X&(’1+’2) , X&’1 , X&’2).
Soit R(;) un facteur re ductif de G(X&;), d’alge bre de Lie r(;).
Proposition 3.2.1. Le stabilisateur G(X&;) est un sous-groupe connexe
de G.
Preuve. Nous allons de terminer, en fait, K & G(X&;)=K & R(;). Soit
P&2 =M2 } A2 } N
&
2 le parabolique oppose de P2 . Il est facile de constater
que G(RX&;)=P&2 . De signons par /; le caracte re de G(RX&;) de fini par:
\x # G(RX&;), Ad x } X&;=/;(x) } X&; . On voit que G(X&;)=ker /; et
on a les inclusions: K & G(X&;)/K & G(RX&;)/M2 . Il suffit, alors, de
ve rifier que /;(s2)<0 pour en de duire que: K & G(X&;)/(G(X&;)o .
On constate, ensuite, que le sl2-triplet (X; , X&; , H;) est %-stable. En
utilisant le lemme 6.10 de [VO 2], on en de duit que K & G(X&;) est un
sous-groupe compact maximal de G(X&;), ce qui de montre que G(X&;)=
G(X&;)o et ache ve la preuve de la proposition.
De signons par exp sl2(:) le sous-groupe analytique de G, d’alge bre de
Lie sl2(:).
v On suppose, tout d’abord, : racine courte. On constate, que, dans
ce cas, on a:
exp tW:=1  t=2k?, k # Z.
Cette e quivalence implique l’existence d’un isomorphisme de exp sl2(:)
sur SL2(R). Pour cette raison, nous poserons: exp sl2(:)=SL2(:).
v Supposons, maintenant, : racine longue. On a, cette fois:
exp tW:=1  t=4k?, k # Z.
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D’ou l’existence d’un isomorphisme de exp sl2(:) sur un reve^tement
connexe a deux feuillets de SL2(R), note RSL2(R), dont nous utiliserons
la re alisation suivante:
Soit P le demi-plan de Poincare . Pour x=[ ac
b
d] dans SL2(R) et z dans
P, on pose: x } z=az+bcz+d. Alors, on a:
RSL2(R)={(x, f ), x=_ac
b
d& # SL2(R), f fonction holomorphe sur P,
telle que: f (z)2=cz+d=
La loi de groupe sur RSL2(R) est donne e par: (x, f ) } (x$, f $)=(xx$, f "),
avec f "(z)= f (x$z) f $(z).
Posons: RSL2(:)=exp sl2(:). L’isomorphisme de RSL2(:) sur RSL2(R)
est alors donne par:
w:(t)  _\ cos t&sin t
sin t







1v+ , v&12& , v>0.
On peut donc e crire: R(;)=RSL2(’1&’2)_SL2(’3), et nous utiliserons,
dore navant, pour ces groupes les identifications de crites pre ce demment.
L’espace symplectique gg(X&;) s’identifie a l’espace a2n2 . Soit
l=(X(’1\’3) , X(’1+’2) , X’1) un sous-espace lagrangien de gg(X&;).
Suivant 1.2, on de finit l’extension R(;)g par:
R(;)g=[(x, t(x)), x # G(X&;) et t(x) racine carre e de
s(x)(l)&1].
Il est facile de constater que, pour tout x de SL2(’3), on a: x } l=l, et
s(x)(l)=1, ce qui permet d’identifier SL2(’3) a un sous-groupe de R(;)g.
De ceci et des de finitions, on de duit alors que R(;)g est isomorphe au
produit direct de SL2(’3) et de RSL2(’1&’2)g.
Il nous reste a caracte riser l’extension RSL2(’1&’2)g, ce qui revient a en
de terminer un sous-groupe compact maximal. Pour cela, on conside re la
base suivante de gg=:
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On constate que cette base satisfait bien aux hypothe ses qui permettent
d’identifier gg= a C4 et, en utilisant la proposition 1.2.1, on en de duit que
RU(4) est un sous-groupe compact maximal de Mp(gg=). L’extension
RSL2(’1&’2)g est alors entie rement de termine e par la donne e de
(w(t), t(w(t))), t # R, et il re sulte de calculs classiques dans U(4) que:
k?<t<(k+1) ?, t(w(t))=exp(&i(?4+k?2))
t=k?, t(w(t))=exp(&ik?2)
On constate, alors, que: t(w(t))=1  t=4k?.
Soit F : RSL2(’1&’2)  RSL2(’1&’2)g de finie par: F(x)=(x, t(x)). De
ce qui pre ce de, on de duit, alors, que F est un morphisme continu et injectif
de groupes. D’ou :
Lemme 3.2.1. (1) Le morphisme F identifie RSL2(’1&’2) a la com-
posante neutre de RSL2(’1&’2)g.
(2) L’extension me taplectique R(;)g posse de exactement deux com-
posantes connexes.
Remarque. Les calculs pre ce dents, en particulier, nous donnent:
t(w)=exp(&i?4), t(w2)=&i, t(w4)=&1 (11)
Venons-en a l’admissibilite de Omin . Si f est l’e le ment de g* correspondant
a &;, on de ja vu que f |g( f )=0, si bien que i |g( f ) est la diffe rentielle du
caracte re trivial de G(X&;). En conse quence, compte tenu des lemmes
1.3.1, 3.2.1, et de la proposition 3.2.1, on a:
Proposition 3.2.2. L’orbite nilpotente minimale Omin est G-admissible,
et posse de un seul parame tre d ’admissibilite . On notera / l ’unique caracte re
de R(;)g qui ve rifie:
/(x)=1, si x # R(;) (identifie a un sousgroupe de R(;)g), /(=)=&1.
3.3. Les Pi -repre sentations unipotentes
A chaque parabolique maximal Pi , 1i3, on peut donc associer,
suivant les propositions 2.2.2 et 2.3.1, la forme de type unipotent qi , la
sous-alge bre acceptable canonique bi=bqi , le caracte re /i restriction de / a
Pi (X&;)pi, et enfin la Pi -repre sentation unipotente ?i=?Pi , { associe e, par
la de finition 1.3.2, a la Pi -orbite dense. Le but de ce paragraphe est de
de finir les repre sentations ?i .
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Lemme 3.3.1. Soit Pi (;) le stabilisateur de qi dans Pi , Ri (;), Ni (;),
1i3, respectivement un facteur re ductif et le radical unipotent de Pi (;),
ri (;), ni (;) leurs alge bres de Lie.
(1) R1(;)=1w2 } R1(;)o , r1(;)=sl2(’3)(H’1&’2) ,
n1(;)=(X&(’2\’3) , X&’2 , X’1&’2)
(2) R2(;)=R(;), n2(;)=0
(3) R3(;)=1_2 } R3(;)o , r3(;)=sl2(’1&’2)(H’3) ,
n3(;)=(X’3&’1 , X’3&’2 , X’3)
Preuve. Les calculs se font de manie re tout a fait analogue dans les trois
cas. Montrons, par exemple, (1). Le seul point a pre ciser est la de termina-
tion du facteur re ductif R1(;), ce qui revient a de terminer un sous-groupe
compact maximal de P1(;). Or, d’apre s la proposition 2.2.3, K & P1(;) est
un tel sous-groupe, K & P1(;)=(K & P1) & (K & G(X&;)), et K & P1 nous
est donne par:
K & P1=1w2 } exp(m1 & k)=1w2 } [(a, a, exp tk), a # SU(2), t # R]
Il est facile de ve rifier, ensuite, que: K & G(X&;)=[(exp t } i, exp t } i,
exp(t&t$2) } i), t, t$ # R]. Le re sultat s’en suit.
Notons maintenant ui le radical unipotent de bi . On obtient:
u1=n1 (X&’2\’3 , X&’2) ,
u2=n2
u3=n3 (X’3&’1 , X’3&’2)
Soit +i la restriction de qi a ui . On constate, ensuite, que:
v b1 est une polarisation de p1 relativement a q1 et u1 une polarisa-
tion relativement a +1 .
v l est une polarisation de u2 , relativement a +2 .
v l3=(X’3\’1 , X’3\’2 , X’1 , X’3 , X’1+’2) est une polarisation de u3 ,
relativement a +3.
Soit, enfin, Ui (resp. Li) le sous-groupe de Pi d’alge bre de Lie ui
(resp. li), Bi=Ri (;) } Ui et ti le caracte re de Li , de fini par:
\X # li , ti (exp X )=e&2i?+i (X ).
Lemme 3.3.2. Pour tout i, 1i3, les extensions Ri (;)pi et Ri(;)ui sont
e gales.
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Preuve. La de monstration de ce re sultat se fait au cas par cas. On
remarque, tout d’abord, que li+pi (;) est un sous-espace isotrope maximal
de pi , et on note li$ un supple mentaire de li & pi (;) dans li . A chaque x de
Ri (;), on associe, ensuite, le complexe t(x) (resp. t$(x)), e gal a une racine
carre e de s(x)(li$)&1 (resp. s(x)(li ui (;))&1), puis son repre sentant (x, t(x))
(resp. (x, t$(x))) dans Ri (;)pi (resp. Ri (;)ui). Il suffit, alors, de ve rifier que:
t(x)2=t$(x)2.
Soit enfin Ti la repre sentation de Ui associe e a +i par la correspondance
de Kirillov, Li l’espace de cette repre sentation, et Si la repre sentation
me taplectique de Ri (;)ui dans Li . La repre sentation de Bi dans Li , de finie
par (4), est, dans ces conditions, donne e par:
\x # Ri (;), \y # Ui , (/iSi } Ti)(xy)=/(x, t(x)) } Si (x, t(x)) } Ti ( y)
Ainsi, on a:
?i=IndPiBi (/iSi } Ti) (12)
On notera $i la fonction module de Bi relativement a Pi , et Hi l’espace
de ?i , de fini par 1.3.
Remarque. Le fait que b1 soit une polarisation de p1 simplifie conside -
rablement l’e criture de ?1 . En effet, dans ce cas, on a: T1=t1 et \(x, t(x)) #
R1(;)u1, S1(x, t(x))=t(x) si bien que la repre sentation /1S1 } T1 n’est
autre que le caracte re t/1 de fini par:
\x # R1(;), \y # U1 , t/1(xy)=t(x) /(x, t(x)) t1( y). (13)
La repre sentation ?1 est alors l’induite a P1 de ce caracte re.
3.4. Une repre sentation unipotente de G
Notre but est de pouvoir appliquer le the ore me 2.4.2 et de construire la
repre sentation de G correspondante. Tout revient donc a montrer que les
trois repre sentations ?i satisfont aux deux hypothe ses de ce the ore me.
Proposition 3.4.1. Pour tous (i, j ), 1i< j3 les restrictions de ?i et
?j a Pij sont deux Pij -repre sentations unipotentes e quivalentes associe es a la
Pij -orbite dense.
Preuve. La de monstration de ce re sultat se fait encore au cas par cas.
Nous nous inte ressons ici au parabolique P12 , les autres cas s’envisageant
de manie re tout a fait analogue.
v Soit q12 la restriction de q1 a p12 , b12=b1 & p12 et B12=B1 & P12 .
On ve rifie que b12 est une sous-alge bre acceptable, et me^me une polarisa-
tion, relativement a q12 . Suivant la me thode des orbites du paragraphe 1,
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on peut donc associer a b12 une P12 -repre sentation unipotente, note e ?12 ,
qui n’est autre que la repre sentation de finie par: ?12=IndP12B12 t/12 ou t/12 est
la restriction a B12 de t/1 . De signons par H12 l’espace de ?12 . La description
de cet espace est donne e par 1.3. Toutefois le choix de la quasi-mesure
P12 -invariante qui sert a de finir H12 se fait, ici, de la manie re suivante.
Le fait que dim(p12+b1)=dim p1 implique que P12 } B1 est un ouvert de
P1 . D’autre part, il est facile de ve rifier que cet ouvert contient la ‘‘grosse
cellule’’ de Bruhat de P1 , associe e au groupe re ductif M1 . Il re sulte de ceci
que l’on peut identifier P12 B12 a un ouvert de P1 B1 de comple mentaire
m-ne gligeable, m de signant une mesure quasi-invariante sur P1 B1 .
D’apre s ([BOU], ch. 7, par. 2), il existe une fonction H appartenant a
C1 (qui est l’analogue de l’espace C de 1.3 pour H1), continue et strictement
positive, de sorte que l’application f  fH est un isomorphisme de C1 sur
Cc(P1 B1). Soit mH l’image de la mesure m1 (qui sert a de finir H1) par cet
isomorphisme. Alors, mH est une mesure quasi-invariante sur P1 B1 et ne
de pend pas du choix de H.
Par ailleurs, l’isomorphisme canonique de p12 b12 sur p1 b1 implique que
la fonction module de B12 relativement a P12 n’est autre que la restriction
de $1 a B12 . On en de duit que, si C12 de signe l’analogue de C pour H12 ,
l’application de restriction de C1 est a valeurs dans C12 . La restriction de
mH a l’ouvert P12 B12 de finit une mesure quasi-invariante mH $ sur P12 B12 ,
H $ de signant la restriction de H a P12 .
On choisira donc la quasi-mesure P12 -invariante m12 de telle sorte que:
\f # C12 , m12( f )=mH $ ( fH $).





f |P12(x) dm12(x) (14)
Soit R1( f )= f |P12 . Compte tenu des choix faits pre ce demment et de (14),
il est clair que R1 est un ope rateur unitaire de H1 sur H12 qui entrelace les
repre sentations ?1 |P12 et ?12 , d’ou la premie re assertion.
v Posons maintenant b$12=b2 & p12 . On ve rifie facilement que b$12 est
la sous-alge bre acceptable canonique de p12 . On peut donc associer a b$12
une P12 -repre sentation unipotente ?$12 , selon la me thode de M. Duflo, qui,
d’apre s le the ore me 1.3.2, est e quivalente a ?12 . Tout revient, alors, a
de montrer que la restriction de ?2 a P12 est e quivalente a ?$12 .
De crivons, tout d’abord, ?$12 .
Le radical unipotent de b$12 est n12 . Soit +12 la restriction de q12 a n12 .
On ve rifie aise ment que n1 est une polarisation de n12 relativement a +12 .
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Soit T $12 la repre sentation de N12 associe e a +12 par la correspondance de
Kirillov, et L$12 l’espace de cette repre sentation. On ve rifie ensuite, comme
dans le lemme 3.3.2, que les extensions R1(;)p12 et R1(;)n12 sont e gales, et
on note S $12 la repre sentation me taplectique de R1(;)n12 dans L$12 . Soit
B$12=R1(;) } N12 . Alors, on a:
?$12=IndP12B$12(/1 S $12 T $12)
et on note H$12 l’espace de ?$12 . Il est facile de voir que P12 . B2 est un ouvert
dense de P2 et on peut ainsi de finir l’espace H$12 de ?$12 a l’aide d’une mesure
m$12 ve rifiant:





On est donc ramene a de montrer que la restriction de la repre sentation
/2 S2 T2 a B$12 est e quivalente a /1S $12 T $12 .
On remarque, dans un premier temps, que les espaces n2 l et n12 n1 sont
isomorphes. On a, en effet, les de compositions suivantes: n12=n2
(X’1&’2) et n1=l(X’1&’2). De ceci, on de duit un isomorphisme des
varie te s N2 L et N12 N1 , et un ope rateur unitaire %2 qui entrelace T2 et la
restriction de T $12 a N2 , de fini simplement par:
\x # N12=exp RX’1&’2 } N2 , x=x’1&’2(t) } x2 ,
(15)
%2( f )(x)= f (x2), \f # L2
On a, d’autre part, la de composition: B$12=R1(;) exp RX’1&’2 } N2 .
Le caracte re / est trivial sur le sous-groupe exp RX’1&’2 . De plus, on
remarque que Ad x’1&’2(t) } n1 est e gal a n1 et, donc, que l’extension
me taplectique de exp RX’1&’2 est triviale. Ceci implique que:
(/2S2 T2) |B$12=(/1S2 T2) |B$12
Enfin, on remarque que: n2(+2)=(X’1+’2) , tandis que: n12(+12)=
(X’1&’2 , X’1+’2) , si bien que les espaces symplectiques n2 n2(+2) et
n12 n12(+12) sont e gaux. On en de duit que les extensions me taplectiques
R1(;)n2, R1(;)n12 et R1(;)p2 sont e gales.
Soit (x, t(x)) un e le ment quelconque de l’extension pre ce dente, soit
f # L2 et y # N12 . Le fait que: n1=l(X’1&’2) et x } n1=x } l(X’1&’2)
impliquent ne cessairement que les espaces n1 (x } n1 & n1) et l(x } l & l) sont
isomorphes, et de me^me pour N1 (x } N1 & N1) et L(x } L & L).
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D’ou :
S $12(x, t(x)) %2( f ) ( y)=
t(x)








&A(x)& |Lx } L & L %2( f )(x
&1y2 x’1&’2(t) zx) t2(z) dz
en utilisant une de composition de y dans
N12=N2 } exp RX’1&’2
=
t(x)
&A(x)& |Lx } L & L %2( f )(x
&1y2 zxx’1&’2(u)) t2(z) dz
en utilisant le fait que L et exp RX’1&’2
commutent et queR1(;) laisse stable exp RX’1&’2
=
t(x)
&A(x)& |Lx } L & L f (x
&1y2 zx) t2(z) dz
=%2(S2(x, t(x)) } f )( y)
On de duit donc la formule: S $12(x, t(x)) } %2( f )=%2(S2(x, t(x)) } f ), pour
tout f de L2 , et pour tout x de R1(;). De cela et de ce qui pre ce de, on
de duit que %2 entrelace les repre sentations (/2 S2 T2) |B$12 et /1S $12 T $12 et
on obtient ainsi le re sultat souhaite .
Proposition 3.4.2. Pour chaque i, 1i3, la restriction de ?i a B est
irre ductible.
Preuve. Il suffit de montrer que la restriction de ?1 a B est irre ductible,
ou encore qu’elle est e quivalente a une B-repre sentation unipotente
associe e a la B-orbite dense.
Soit b1=b1 & b=(H’1&’2 , H’3) (X’1&’2 , X’1+’2 , X’1 , X’3 , X’1&’3 ,
X’1+’3) , et qb la restriction de f a b. On montre que b
1 est une sous-alge bre
de type fortement unipotent, relativement a qb qui, de plus, est B-
invariante. On constate, d’autre part, que le radical unipotent ub1 de b1 est
une polarisation relativement a la restriction +b de qb a
ub1.
Soit B11=R13(;) } Nb1 , ou Nb1 est le sous-groupe unipotent de B,
d’alge bre de Lie ub1, /b la restriction de / a R13(;)
b, et tb le caracte re de
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\x # R13(;), \(x, t(x)) # R13(;)b,
\y # Nb1 , t/b(xy)=t(x) } /(x, t(x)) } tb( y)
On en de duit alors la B-repre sentation unipotente ?B de finie par:
?B=IndBB11 t/b . Enfin, en adaptant a cette situation la preuve de la proposi-
tion 3.4.1, on montre que la restriction de ?1 a B est e quivalente a ?B , ce
qui nous donne le re sultat.
Les propositions 3.4.1 et 3.4.2 nous permettent de prouver que la famille
de repre sentations (?i , 1i3) satisfait aux hypothe ses du the ore me 2.4.2.
D’ou le the ore me suivant:
The ore me 3.4.1. Soit G le reve^tement universel de SOo(4, 3), B un sous-
groupe de Borel de G et (Pi , 1i3) la famille des sous-groupes paraboli-
ques maximaux standards de G.
(1) Il existe une et seule famille (?i , 1i3) de Pi -repre sentations
unipotentes, associe e a l ’orbite nilpotente minimale Omin.
(2) Il existe une et une seule repre sentation unitaire irre ductible ?
de G, a e quivalence pre s, telle que sa restriction a chaque Pi soit e gale a ?i .
3.5. Re alisation de ? dans L2(R3_R*)
L’e tape suivante consiste a donner de ? une re alisation explicite. On con-
state que G est engendre par P1 et l’e le ment w de P2 , si bien que ? sera
entie rement de termine e par la donne e des ope rateurs ?(x), x parcourant un
syste me de ge ne rateurs de P1 , et ?(w). Il convient donc, dans un premier
temps, de re aliser ?1 et ?2 dans un me^me espace.
3.5.1. Un ope rateur unitaire de H2 sur H1 . La preuve de la proposi-
tion 3.4.1 nous fournit implicitement l’existence d’un ope rateur unitaire F12
de H2 sur H1 . De finir explicitement cet ope rateur revient a traduire
l’e quivalence entre les repre sentations ?12 et ?$12 de P12 .
Il re sulte, tout d’abord, du lemme 2.17 de [DU 1], que les repre senta-
tions /1S $12 T $12 et IndB$12B12 t/12 sont des repre sentations e quivalentes de B$12 .
Si l’on de signe, ensuite, par G12 l’espace de la repre sentation induite
IndB$12B12 t/12 , l’ope rateur d’entrelacement ,12 de G12 sur L$12 se de finit simple-
ment par: ,12( f )= f |N12 . En appliquant le proce de d’induction par e tages,
on en de duit l’ope rateur F $12 de H$12 sur H12 cherche . Cet ope rateur satisfait
a la proprie te suivante:
\f # H$12 , \x # P12 , F $12( f )(x)= f (x)(1) (16)
L’ope rateur %2 de L2 sur L$12 , introduit par (15), induit un ope rateur
unitaire, note encore %2 , de fini de H12 sur H$12 . Enfin, R1 et R2 de signent,
respectivement, les ope rateurs restriction de H1 sur H12 , de H2 sur H$12 .
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Posons: F12=R2 b F $12 b R&11 . On de finit bien ainsi un ope rateur unitaire
de H2 sur H1 qui entrelace les restrictions des repre sentations a P12 . De
plus, compte tenu de (15) et (16), F12 est caracte rise par:
\f # H2 , \x # P12 , F12( f )(x)= f (x)(1). (17)
3.5.2. Un ope rateur unitaire de H1 sur L2(R3_R*). De signons par s1 la
sous-alge bre de p1 , de dimension 4, de finie par: s1=(H’1+’2 , X’2&’3 ,
X’2+’3 , X’2). Il s’agit d’une sous-alge bre supple mentaire de b1 dans p1 .
Soit S1 le sous-groupe analytique de G, d’alge bre de Lie s1 . Il re sulte de ce
qui pre ce de que l’ensemble S1 B1 est un ouvert de P1 .
Notations. On adoptera, pour la suite, les notations suivantes:
\(a, b, c, t) # R3_R*,




Pour (a, b, c, t ) # R3_R*, posons: j1(a, b, c, t )=w1&e(t )’1&’3 z(a, b, c, t). On
ve rifie que j1 est une immersion de R3_R* dans P1 et que l’ensemble
01= j1(R3_R*). B1 est un ouvert de P1 dont le comple mentaire dans P1
est une sous-varie te de co-dimension supe rieure ou e gale a 1.
Pour f # H1 , on pose maintenant: J1( f )= f b j1 .
Lemme 3.5.1. L’application J1 est un ope rateur unitaire de H1 sur
L2(R3_R*).
Preuve. Soit O=01 B1 ; O est un ouvert de P1 B1 . Si p de signe l’ap-
plication canonique de P1 sur P1 B1 et s : O  P1 une application diffe ren-
tiable telle que p b s=IdO , alors, selon [Du 3], il existe une forme volume
&s sur O telle que si +s de signe la mesure positive de finie par &s , on ait:





Dans notre cas, s est de finie par: s(z)= j1(a, b, c, t ) pour z=
j1(a, b, c, t ) y, y # B1 . La mesure +s n’est autre alors que la mesure image,
par l’application p b j1 , de la mesure invariante sur R3_R* note e m.
De ceci, on de duit que pour toute fonction f de H1 , a support contenu
dans 01 , on a:
|
P1 B1
| f (x)| 2 dm1(x)=|
R3_R*
| J1( f )(a, b, c, t )| 2 dm(a, b, c, t )
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Il en re sulte que l’appliction J1 est un morphisme unitaire de H1 dans
L2(R3_R*).
Re ciproquement, soit f un e le ment de C c (R
3_R*), (a, b, c, t ) # R3_R*
et x # B1 ; posons:
J $1( f )( j1(a, b, c, t ) x)=$1(x)12 } t/1(x)
&1 } f (a, b, c, t ) (18)
L’ensemble 01 est un ouvert de P1 ; il existe donc une fonction C sur
P1 qui co@ ncide avec J $1( f ) sur 01 et qui est nulle sur le comple mentaire de
01 dans P1 . On de finit ainsi une fonction, note e encore J $1( f ), C  sur P1 ,
a support compact modulo B1 , et on ve rifie facilement qu’elle satisfait aux
proprie te s d’appartenance a H1,  . De plus, on a: J1 b J $1( f )= f, pour tout
f de C c (R
3_R*), et donc, C c (R
3_R*)/Im J1 . La densite de
C c (R
3_R*) dans L2(R3_R*) implique alors que J1 est bien une
isome trie de H1 sur L2(R3_R*) et finit de de montrer le lemme.
3.5.3. Un ope rateur unitaire de H2 sur L2(R*, L2(R3)). Comme
pre ce demment, on de finit l’application j2 de R* a valeurs dans P2 par:
\t # R*, j2(t )=w1&e(t )’1&’3 z(0, 0, 0, t ). L’ensemble 02= j2(R*). B2 est un
ouvert de P2 , dont le comple mentaire dans P2 est une sous-varie te de
codimension 1.
Pour f # H2 , on pose: G2( f )= f b j2 . On montre, par des arguments tout
a fait analogues a ceux utilise s pre ce demment, que G2 est un ope rateur
unitaire de H2 sur l’espace L2(R*, L2).
La re ciproque G $2 de G2 est donne e par:
\t # R*, \x # B2 , \f # C c (R*, L2),
(19)
G $2( f )( j2(t) x)=$2(x)12 } (/2S2 T2)(x)&1 } f (t )
Soit maintenant s2=(X’2&’3 , X’2+’3 , X’2) une sous-alge bre de n2 ,
supple mentaire de l, telle que: [s2 , l]/l. On en de duit que N2=S2 } L,
S2 e tant le sous-groupe de N2 , d’alge bre de Lie s2 . Tout e le ment n de N2
s’e crit donc de manie re unique: n=z(a, b, c, 1) } u, u # L.
Il est facile ensuite de ve rifier que l’application r2 , de finie par:
r2( f )(a, b, c)= f (z(a, b, c, 1)) est un ope rateur unitaire de L2 sur L2(R3)
dont la re ciproque est donne e par:
\(a, b, c) # R3, \u # L, r&12 ( f )(z(a, b, c, 1) u)=t2(u)
&1 } f (a, b, c) (20)
Posons, enfin, J2( f )(t )=r2(G2( f )(t )). On obtient alors le re sultat
suivant:
Lemme 3.5.2. L’application J2 est un ope rateur unitaire de H2 sur
L2(R*, L2(R3)).
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En conse quence, compte tenu des deux lemmes pre ce dents, on peut
re aliser, par transport de structure, respectivement ?1 et ?2 dans les espaces
L2(R3_R*) et L2(R*, L2(R3)).
Lemme 3.5.3. Soit F : L2(R*, L2(R3))  L2(R3_R*) l ’application cano-
nique de finie par:
F( f )(a, b, c, t)= f (t )(a, b, c).
Alors, F est un ope rateur unitaire qui entrelace les restrictions de ?1 et ?2
a P12 .
Preuve. Il suffit de montrer l’e galite F=J1 b F12 b J &12 , ce qui s’obtient
facilement a l’aide de (17), (19), (20) et des de finitions de J1 et J2 .
La repre sentation ? admet donc une re alisation dans l’espace
L2(R3_R*), entie rement de termine e par:
\x # P1 , ?(x)=J1 b ?1(x) b J &11
(21)
?(w)=F b J2 b ?2(w) b J &12 b F
&1
3.5.4. Une formule pour ?(w). Il convient, tout d’abord, de de terminer
l’ope rateur S2(w, t(w)). Pour cela, conside rons un e le ment f de L2 et un
e le ment n de N2 . On a:
S2(w, t(w)) } f (n)=
t(w)
&A(w)& |wLw&1L & wLw&1 f (w
&1nwu) t2(wuw&1) du
avec &A(w)&=|det Ad wp2 b2 |
12 et du une mesure invariante choisie telle
que l’ope rateur soit unitaire.








Soit (:, ;, &) # R3 et 2(:, ;, &)=[z(:, ;, &, 1)] la classe de z(:, ;, &, 1)
dans wLw&1L & wLw&1. Il est clair alors, compte tenu de la de finition de
L et des formules pre ce dentes, que 2 de finit un diffe omorphisme de varie te s
de R3 sur wLw&1L & wLw&1. On notera dore navant dm(:, ;, &) la mesure
image par 2&1 de la mesure invariante choisie sur wLw&1L & wLw&1. On
a alors:
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S2(w, t(w)) } f (n)
=t(w) |
R3
f (w&1nwz(:, ;, &, 1)) t2(wz(:, ;, &, 1) w&1) dm(:, ;, &)
On sait, par ailleurs, que w stabilise t2 et on ve rifie imme diatement que
t2(z(:, ;, &, 1))=1. D’ou :
S2(w, t(w)) } f (n)=t(w) |
R3
f (w&1nwz(:, ;, &, 1)) dm(:, ;, &)
ou encore plus ge ne ralement:
S2(we, t(we)) } f (n)=t(we) |
R3
f (w&enwez(:, ;, &, 1) dm(:, ;, &)
Soit f # L2(R3_R*), (a, b, c, t ) # R3_R*. D’apre s (21), on a:
?(w) } f (a, b, c, t )=F b J2 b ?2(w) b J &12 b F
&1( f )(a, b, c, t )
=J &12 [F
&1( f )](w&1j2(t ))(z(a, b, c, 1)),
De l’e galite w&1w1&e(t )’1&’3 =w
1&e(t )
’1&’3 w
&e(t ), on de duit:
?(w) } f (a, b, c, t )=J &12 [F
&1( f )]( j2(t ) w&e(t ))(z(a, b, c, 1))
=S2(we(t ), t(we(t ))) } r&12 [F




&1( f )](w&e(t )z(a, b, c, 1)
_we(t )z(:, ;, &, 1) dm(:, ;, &)
On obtient, enfin, simplement le lemme technique suivant:
Lemme 3.5.4. Posons: l(r, s, h)=x’1&’3(r) x’1+’3(s) x’1(h). On a les for-
mules de commutation suivantes:
(1) l(r, s, h) x’2&’3(a)=x’2&’3(a) x’1+’2(&as) l(r, s, h)
(2) l(r, s, h) x’2+’3(b)=x’2+’3(b) x’1+’2(&br) l(r, s, h)
(3) l(r, s, h) x’2(c)=x’2(c) x’1+’2(&2hc) l(r, s, h).
En remarquant aussi que: t2(l(r, s, h)=1 et t2(x’1+’2(u))=e
&4i?u, on
de duit de tout ceci que:
?(w) } f (a, b, c, t )=t(we(t )) |
R3
e4i?e(t )(:b+;a+2&c)f (:, ;, &, t ) dm(:, ;, &)
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De plus, la mesure dm(:, ;, &) doit e^tre choisie de fac on a rendre
l’ope rateur pre ce dent unitaire, ce qui implique: dm(:, ;, &)=4 d: d; d&.
D’ou le re sultat suivant:
Proposition 3.5.1. Soit f # L2(R3_R*), (a, b, c, t ) # R3_R*. L’ope rateur
?(w) est donne par la formule:
?(w) } f (a, b, c, t )=4e&i(?4) e(t ) |
R3
e4i?e(t )(:b+;a+2&c)f (:, ;, &, t ) d: d; d&
3.5.5. Formules pour un syte me de ge ne rateurs de P1 .
Proposition 3.5.2. Soit f # L2(R3_R*), (a, b, c, t ) # R3_R. Soit u # R.
On a les formules suivantes:
(1) ?(x’1&’2(u)) } f (a, b, c, t )=e
4i?e(t ) u(c2+ab)f (a, b, c, t )
(2) ?(x’1+’2(u)) } f (a, b, c, t )=e
&4i?e(t ) ut2f (a, b, c, t )
(3) ?(x’1&’3(u)) } f (a, b, c, t )=e
4i?bu|t |f (a, b, c, t )
(4) ?(x’1+’3(u)) } f (a, b, c, t )=e
4i?au|t |f (a, b, c, t )
(5) ?(x’1(u)) } f (a, b, c, t )=e
8i?cutf (a, b, c, t )
(6) ?(x’2&’3(u)) } f (a, b, c, t )= f (a&ut, b, c, t )
(7) ?(x’2+’3(u)) } f (a, b, c, t )= f (a, b&ut, c, t )
(8) ?(x’2(u)) } f (a, b, c, t )= f (a, b, c&u|t |, t )
(9) ?(x’3(u)) } f (a, b, c, t )= f (a, b&u
2a&2ue(t ) c, c+uae(t ), t).
(10) ?(x&’3(u)) } f (a, b, c, t )= f (a&u
2b+2ue(t ) c, b, c&ube(t ), t ).
(11) ?(h1(eu)) } f (a, b, c, t )=e3u4f (aeu2, beu2, ceu2, te&u2)
(12) ?(h2(eu)) } f (a, b, c, t )=e&3u4f (ae&u2, be&u2, ce&u2, te&u2)
(13) ?(h3(eu)) } f (a, b, c, t )= f (aeu, be&u, c, t )
La preuve de ce re sultat est essentiellement calculatoire. Le principe
ge ne ral de calcul, pour obtenir l’ope rateur ?(x(u)), est le suivant. Compte-
tenu des de finitions, de (18) et de (21), tout revient a e tudier la commuta-
tion de x(&u) et de j1(a, b, c, t ). Au cas par cas, on montre que:
x(&u) } j1(a, b, c, t )= j1(a$, b$, c$, t$) } A, avec (a$, b$, c$, t$) # R3_R* et
A # B1 . Ceci nous donne:
?(x(u)) } f (a, b, c, t )=$1(A) } t/1(A)
&1 f (a$, b$, c$, t$)
On utilise enfin (13) et la de finition de $1 pour en de duire les formules
souhaite es.
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Proposition 3.5.3. Soit f # L2(R3_R*), (a, b, c, t ) # R3_R*, u # R.
(1) On pose: e(u, t, b)=e(u) } i (e(1&utb)&1)2. Alors, on a:





























(2) On pose: :(u)=[1&uc |t |]2+u2t2ab, et e(u, a, b, c, t )=
(&1)(2&e(t)+e(a))(1&e(:(u))4 } i (1&e(:(u)))2. Alors on a:
?(x&’2(u)) } f (a, b, c, t )=
e(u, a, b, c, t )
|:(u)| 34









Les calculs se font comme dans le cas pre ce dent. Tout revient donc a
e tudier la commutation de x&:(&u) et j1(a, b, c, t ), pour :=’2\’3 ou
:=’2 . On a besoin, pour ce faire, du lemme technique suivant, qui re sulte
de calculs dans RSL2(R) ou SL2(R) et dont la de monstration est analogue
a celle de la proposition 1, chapitre 3, de [TO].
Lemme 3.5.5. Soit a, u des re els tels que: 1&au{0.
(1) On suppose : racine longue. On a:
x&:(&u) x:(a)=x: _ a(1&au)& } h: _
1
(1&au)&
_we(u)[1&e(1&au)]: } x&: _ &u(1&au)&
(2) On suppose : racine courte. On a:
x&:(&u) x:(a)=x: _ a(1&au)& } h: _
1
(1&au)&
__e(u)[1&e(1&au)] } x&: _ &u(1&au)& ,
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A l’aide de ce lemme, on obtient, comme pre ce demment: x&:(&u) }
j1(a, b, c, t )= j1(a$, b$, c$, t$) } A, avec (a$, b$, c$, t$) # R3_R* et A # B1 , et
on conclut en utilisant (18) et (21).
3.5.6. Formules pour un syste me de ge ne rateurs de K. Le groupe K est
engendre par w et K & P1 . La restriction de ? a K sera donc entie rement
de termine e par la donne e de ?(w), ?(w’3(u)) et ?(w’2&’3(u)), u # [&?, ?].
Pour obtenir l’ope rateur ?(w’3(u)), il suffit de proce der comme pre ce -
demment. Enfin, pour l’ope rateur ?(w’2&’3)(u), on utilise la formule:
w’2&’3(u)=x’2&’3(tan u2) } x’3&’2(&sin u) } x’2&’3(tan u2), et on obtient:
Proposition 3.5.4. Soit f # L2(R3_R*), (a, b, c, t ) # R3_R*, u # [&?, ?].
(1) ?(w’3(u)) } f (a, b, c, t )= f (a cos
2 u&b sin2 u&ce(t ) sin 2u,
b cos2 u&a sin2u&ce(t) sin 2u, c cos 2u+e(t )(a+b) sin u cos u, t )
(2) ?(w’2&’3(u)) } f (a, b, c, t )=
=(u, t, a)
|cos u+at sin u| 34
}
f \ at cos u&sin ut |cos u+at sin u| 12 ,
b cos u+t(c2+ab) sin u
|cos u+at sin u| 12
,
ce(cos u+at sin u)
|cos u+at sin u| 12
,
te(cos u+at sin u)
|cos u+at sin u| 12)+
avec =(u, t, a)=e(sin u) } i (1&e(cos u+at sin u))2.
3.6. Vecteurs C  et repre sentation de rive e
Nous noterons E=L2(R3_R*) l’espace de ?. E de signera alors
l’espace des vecteurs C  de E pour ?, et E1,  le sous-espace de E, forme
des vecteurs C  de E, vis-a -vis de la repre sentation ?1=? |P1 . Bien
entendu, on a: E/E1,  . Enfin ? sera la repre sentation de rive e de g
dans E .
Soit D1,  le sous-espace de H1 forme des fonctions f, C  sur P1 ,
a support compact modulo B1 , ve rifiant: \x # P1 , \b # B1 , f (xb)=
$1(b)12 t/1(b)
&1 } f (x). Il est clair que l’ope rateur unitaire J1 : H1  E induit
une inclusion de D(R3_R*) dans D1,  . Or, d’apre s [PO], th. 5.1, D1, 
est inclus dans l’espace des vecteurs C  de H1; ainsi, on a:
D(R3_R*)/E1, 
L’action d’un e le ment X de p1 , comme champ de vecteurs invariant
a droite, dans l’espace D1,  induit un ope rateur diffe rentiel re gulier
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sur R3_R*, note DX , ve rifiant: (DX } ., 9 ) =&(., DX } 9 ) , \.,
9 # D(R3_R*), ( , ) e tant le produit scalaire de fini sur E.
Soit maintenant f # E1,  , X # p1 , et . # D(R3_R*). Posons:
f (.)=( f, . ) , DX } f (.)=& f (DX } .).
f et DX } f de finissent ainsi des distributions sur R3_R* et il re sulte de la
de monstration du the ore me 5.1 de [PO] que DX } f appartient a E et que
l’on a: ?(X ) } f =DX } f.
Remarquons, ensuite, que si . est e le ment de D(R3_R*), alors, par
proprie te de la transformation de Fourier dans R3, ?(w&1). . appartient a
D(R*, s(R3)), ou s(R3) est l’espace de Schwartz de R3. Si X appartient a
p1 , l’ope rateur diffe rentiel DX est re gulier; On peut donc de finir l’e le ment
DX (?(w&1) } .) comme e le ment de D(R*, s(R3)).
Soit f # E et X # p1 . On a:
(?(w) } DX (?(w&1) } f ), .)=(DX (?(w&1) } f, ?(w&1) } .)
=&(?(w&1) } f, DX (?(w&1) } .))
=&( f, ?(w) } DX (?(w&1) } .))
=&( f, DAd wX } .)
Posons, dans ces conditions:
(DAd wX } f )(.)=& f (DAd wX } .).
Sachant que ?(Ad wX ) } f =?(w) } ?(X ) } ?(w&1) } f, on en de duit que:
?(Ad wX ) } f =DAd wX } f. On montre ainsi que DAd wX } f appartient a E
et que ?(Ad wX ) } f =DAd wX } f. D’ou :
Proposition 3.6.1. Soit f # E , conside re e comme distribution sur
R3_R*. La repre sentation de rive e ? agit sur f de la manie re suivante:
Soit X # p1 , {?(X ) } f =DX } f?(Ad w } X ) } f =DAd w } X } f
En utilisant les expressions obtenues dans les propositions 3.5.2 et 3.5.3,
on de duit, par des calculs de de rivation simples, les formules suivantes
d’ope rateurs diffe rentiels associe s a la base de Chevalley de p1 .
Proposition 3.6.2. Soit f # E . Dans les coordonne es (a, b, c, t) # R3_R*,
on a:
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v ?(X’1&’2) } f =4i?(c
2+ab) } e(t ) } f
v ?(X’1+’2) } f =&
4i?
t 2
e(t ) } f
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Il nous reste a de terminer les ope rateurs ?(X:), pour X:=X&’1 ,
X&’1\’3 , X&’1\’2 . Pour f dans E , on ve rifie tout d’abord facilement les
formules:
v ?(X&’1&’3) } f =?(w) } ?(X&’2&’3) } ?(w
&1) } f
v ?(X&’1+’3) } f =?(w) } ?(X’3&’2) } ?(w
&1) } f
v ?(X&’1) } f =?(w) } ?(X&’2) } ?(w
&1) } f (22)




2 [?(X&’1) } ?(X&’2)&?(X&’2) } ?(X&’1)] } f
A l’aide de la proposition 3.5.1, puis avec des calculs simples de de riva-




(?(w) } f )=4i?e(t ) ?(w)(b } f ),

b




(?(w) } f )=8i?e(t ) ?(w)(c } f ),

t














(?(w) } f )=&64?2?(w)(c2 } f ),
2
a b




(?(w) } f )=&32?2?(w)(ac } f ),
2
a c
(?(w) } f )=&32?2?(w)(bc } f )
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Pour ?(w&1), Les expressions (a) } ?(w&1), (b) ?(w&1), (c) ?(w&1)
se de duisent des pre ce dentes en multipliant par &1, Les autres expressions
restent inchange es.
Pour obtenir les ope rateur cherche s, il suffit maintenant d’utiliser la
proposition 3.6.1, (22) et (23). Les calculs, longs mais sans difficulte s
particulie res, nous donnent:
Proposition 3.6.3. Soit f # E . Dans les coordonne es (a, b, c, t) # R3_R*,
on a:







































































































3.7. L’annulateur de ? dans U(g)
L’objet de ce paragraphe est de montrer enfin que la repre sentation ?
re pond bien au proble me pose , c’est-a -dire que son annulateur dans U(g)
est l’ide al de Joseph Jo de so(4, 3). Pour cela, nous utiliserons la technique
de construction de cet ide al due a D. Garfinkle, [GA].
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De signons par J0=J(Omin) l’ide al de la varie te Omin . D’apre s un
the ore me de B. Kostant, ([GA], ch. 3, par. 2, th. 1), J0 est engendre par
J0 & S 2(g). Comme, de plus, J0 & S 2(g) est de dimension finie, il s’en suit
que J0 est engendre par [J0 & S 2(g)]n&. Le travail de D. Garfinkle con-
siste a de terminer un syste me approprie de ge ne rateurs de [J0 & S 2(g)]n&.
Conside rons, pour cela, la de composition de S 2(g) en sous-g-modules
irre ductibles. En utilisant la table 5 de [ON-VI], on obtient:
S 2(g)=V&2;V&2’1 V&(’1+’2+’3) V0 ,
ou V+ est un sous-module irre ductible de plus bas poids +.
Le vecteur de plus bas poids de V&2’1 que l’on choisit est donne , d’apre s
[GA], ch. 3, par. 3, def 7, par:





Ensuite, on de termine un vecteur de plus bas poids de V&(’1+’2+’3) et on
obtient:
w0=X&’1&’2 } X&’3&X&’2 } X&’1&’3+X&’1 } X&’2&’3 . (25)
On pourra identifier v0 et w0 a leurs images dans U(g).
Soit enfin 0 l’e le ment de Casimir de U(g), 2+c l’ensemble des racines

















Le re sultat suivant se de duit, alors, de [GA], ch. 4. par. 3,
ch. 4. par. 6. th. 1, et ch. 5.th. 2.
Proposition 3.7.1. L’ide al de Joseph J0 de g est l ’ide al de U(g) engendre
par les e le ments v0 , w0 et c0 donne s respectivement par (24), (25) et (26).
Nous sommes maintenant en mesure de de montrer le the ore me
fondamental qui re pond au proble me pose de s le de but de ce travail. Soit
J? l’annulateur infinite simal de ?. En utilisant les formules donne es par les
propositions 3.6.1. et 3.6.2, on peut exprimer v0 , w0 et c0 comme ope rateurs
diffe rentiels sur R3_R*, a coefficients localement polyno^miaux. Les calculs
sont longs, mais sans aucune difficulte the orique. On ve rifie, alors, que
v0 , w0 , c0 appartiennent a J? . A l’aide de la proposition 3.7.1, on montre
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ainsi que J0/J? . L’e galite J0=J? est due finalement au fait que J0 est un
ide al maximal.
The ore me 3.7.1. L’annulateur de ? dans U(g) est e gal a l ’ide al de Joseph
de g, et ? est une repre sentation unitaire irre ductible de G associe e a la
G-orbite nilpotente minimale.
n.b. On parlera encore ici, compte-tenu de la nature de ?, de repre sen-
tation ‘‘unipotente’’, bien que cette appellation n’ait pas tout a fait le me^me
sens que celui de la de finition 1.3.2.
4. Les parametres de langlands de ?
La me thode utilise e pour de terminer les parame tres de Langlands de ?
repose essentiellement sur la classification de D. Vogan des repre sentations
irre ductibles admissibles d’un groupe re ductif re el ([VO 1]). Cette me thode
ne cessite la connaissance du caracte re infinite simal de la repre sentation et
d’un K-type minimal.
4.1. Les K-types de ?
La de termination des K-types est conse quence des deux the ore mes
suivants de D. Vogan. Soit G un groupe de Lie semi-simple re el, a centre
fini, d’alge bre de Lie g, K un sous-groupe compact maximal de G, d’alge bre
de Lie k, KC le complexifie de K, gC la complexifie e de g, kC celle de k. Soit
X un (gC , KC)-module, suppose de type fini en tant que U(g)-module, et
&(X ) la varie te associe e de X. Soit enfin * un e le ment de g*C k*C et KC(*) son
stabilisateur dans KC . Dans [VO 2], de finition 2.12 et the ore me 2.13,
D. Vogan associe au couple (*, X ) une ‘‘certaine’’ repre sentation de dimen-
sion finie du groupe KC(*) que nous noterons /(*, X ), d’espace V(*, X ).
Nous nous contenterons de l’existence de cette repre sentation, sans rentrer
dans les de tails; les proprie te s qui vont suivre pre ciseront d’ailleurs les
choses.
The ore me 4.1.1 [VO 2, th. 4.11]. Posons O*=KC } *, $O*=O *&O* ,
la frontie re de O* . On suppose que:
(1) La forme * appartient a &(X ) et O* contient une composante
irre ductible de &(X ).
(2) Si X $ est un sous-(gC , KC)-module non nul de X, O*/&(X $)
(3) L’espace $O* est de co-dimension au moins 2 dans O* .
Alors, il existe un (S(g), KC)-module Q, de type fini, tel que:
&(Q)/$O* , et XK &K IndKCKC(*) V(*, X )&Q.
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Conse quence. Si les conditions du the ore me pre ce dent sont remplies et
si, de plus, $O*=[0], on en de duit, alors, que l’ensemble des K-types de
X s’identifie a l’ensemble des K-types de IndKCKC(*) V(*, X ), moins un nombre
fini d’entre eux.
La de termination des K-types de X se rame ne donc, sous re serve de
ve rification des hypothe ses du the ore me 4.1.1, a la de termination des
K-types de la repre sentation ?*=IndKCKC(*) /(*, X ). Pour cela, D. Vogan
utilise une proprie te de KC -admissibilite de la repre sentation /(*, X ). Intro-
duisons le caracte re #* de KC(*) de fini par:
\z # KC(*), #*(z)=det(Ad z) (kC kC(*))*
De finition 4.1.1. Une repre sentation alge brique _ de KC(*) est dite
admissible si, pour tout X de kC(*), _(exp X )=#*(exp X2) } Id.
De finition 4.1.2. L’orbite O* sera dite KC-admissible s’il existe une
repre sentation admissible de KC(*).
The ore me 4.1.2 [VO 2, th. 8.7]. Supposons X irre ductible, d ’annulateur
J dans U(g). Soit O la G-orbite telle que: O =V( grJ ) et J(O) l ’ide al premier
de la varie te O . On suppose, de plus, que:
(1) Le S(g)-module M=S(g)gr J ve rifie la proprie te suivante: il
existe un ide al I de S(g), non contenu dans J(O), tel que: I } J(O)Ann M.
(2) L’ide al J est stable par la transformation u wt tu .
Alors, si * appartient a O & (gC kC), /(*, X ) est admissible.
On revient maintenant au cas du reve^tement G de SOo(4, 3) et on


















;W& , :, ;, # # C, W=\ 0&1 10+=
Rappelons que kC s’identifie a sl2(C)_sl2(C)_sl2(C). Dans ces condi-
tions, t s’identifie a so2(C)_so2(C)_so2(C) par:
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On remarque que: W’1&’2=W(1, 0, 0), W’1+’2=W(0, 0, 1), W’3=
W(0, 1, 0), et on choisira comme base de re fe rence de t le triplet











La base duale dans t* est note e (e1 , e2 , e3), 2+c =[e1+e2 , e1&e2 , e3]
est le syste me de racines compactes positives choisi dans kC , et \C est la






Le tore t est aussi une sous-alge bre de Cartan de gC et de termine ainsi
un syste me de racines 2C=2(t, gC), de type B3 , de fini par:
2C=[\(ei\ej), 1i< j3, \(ei), 1i3]
L’ensemble (2C&2c) est forme , alors, des racines de t dans sC . La
repre sentation de KC dans sC s’identifie a la repre sentation de SL2(C)
3
dans C2C2 C3 dont le plus haut poids, de termine par la formule des
caracte res, est: 4=e1+e3 .
La proposition suivante est conse quence directe d’un re sultat de
D. Vogan:
Proposition 4.1.1 [VO 3, prop. 2.8].
(1) L’orbite O4=KC } X4 est l ’unique KC -orbite nilpotente de dimen-
sion minimale de pC . De plus, on a:
dimC O4=
1
2 dimR Omin .
(2) Tout co^ne non nul, ferme , KC -invariant, dans sC , contient O4 .
De ceci, on de duit imme diatement que O4 est une KC-orbite de dimen-
sion 4 et on ve rifie facilement le lemme suivant:
Lemme 4.1.1. (1) On a: kC(X4)=t4n+t , avec t4=(T1&T3 , T2).
(2) Posons: wC=e
i?2 W’1&’2 et 1w4C=[1, w
4
C]. Alors, KC(X4)=
1w4C } (KC(X4))0 .
On rappelle enfin que E=L2(R3_R*) est l’espace de la repre sentation
? et on note EK son module de HarishChandra.
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Proposition 4.1.2. On a &(EK)=O4 .
Preuve. Comme &(EK) est un co^ne non nul, ferme , KC-invariant, on a,
d’apre s la proposition 4.1.1: O4/&(EK). On sait, d’autre part, que l’annu-
lateur de EK est l’ide al de Joseph Jo de so(4, 3). Alors, si Dim EK de signe
la dimension de GelfandKirillov de EK et en utilisant un certain nombre
de re sultats classiques, on obtient:
dim &(EK)=Dim EK= 12 Dim(U(g)J0)=
1
2 dim V( grJO)=
1
2 dim Omin=4
D’autre part, le corollaire 5.4 de [VO 2] affirme que &(EK) est re union finie
de KC-orbites nilpotentes. Il suffit alors d’utiliser le fait que O4 est l’unique
orbite de dimension 4 pour en de duire le re sultat annonce .
Corollaire 4.1.1. Soit /(4, EK) la repre sentation de dimension finie de
KC(X4) associe e au couple (4, EK). Alors, l ’ensemble des K-types de ?
s’identifie a l ’ensemble des K-types de la repre sentation ?4 , moins un nombre
fini d ’entre eux.
Preuve. Il suffit de montrer que les hypothe ses du the ore me 4.1.1 sont
satisfaites. Pour (1) et (2), cela de coule de la proposition pre ce dente. Pour
(3), il suffit de dire que O4 est une orbite minimale, et donc que $O4=0,
puis d’utiliser le fait que dim O4=4.
Proposition 4.1.3. La repre sentation /(4, EK) est admissible.
Preuve. Il suffit cette fois de ve rifier les hypothe ses du the ore me 4.1.2, ce
qui se fait facilement en constatant que l’ide al en question est l’ide al de
Joseph et qu’il posse de bien les proprie te s voulues.
Nous sommes maintenant en mesure de de terminer les K-types de ?, et,
pour cela, il nous faut de terminer, dans un premier temps, le caracte re #4 .
Du lemme 4.2.1, on de duit l’isomorphisme: (kC kC(X4))$&(T1+T3) 
n+t . D’ou :
44(kC kC(X4))$=C } (T1+T3) 7 Xe1+e2 7 Xe1&e2 7 Xe3 .
Il s’en suit que: (d#4 est la diffe rentielle de #4)
d#4|nt+=0, d#4|t4=2e1+e3 .
D’ou , en utilisant la proposition 4.1.3:
d/(4, EK) |nt+=0, d/(4, EK) |t4=(e1+
1
2 e3) } Id (27)
Notons maintenant K4 le sous-ensemble de t* forme des plus hauts
poids des K-types de ?4 . Soit { # K4 , V{ l’espace du K-type correspondant
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et | un vecteur de plus bas poids de V{ tel que V{=n+t } |. Le the ore me
de re ciprocite de Frobenius nous permet d’e crire:
HomKC(V{ , Ind
KC
KC(X4) V(4, EK))=HomKC(X4)(V{ , V(4, EK))
D’apre s ce qui pre ce de, tout e le ment 8 de HomKC(X4)(V{ , V(4, EK)) est
entie rement de termine par la donne e de 8(|). Donc, /(4, EK) de termine la




Ainsi: \{ # K4 , _:{ # C{=&(e1+ 12 e3)+:{ } 4. Or, { est un poids domi-
nant et ve rifie, de surcroit, la proprie te :




En particulier, (2({e1&e2)(e1&e2 e1&e2))=:{&1. D’ou :{ # N*, et
donc: {=(n&1) e1+(n& 12) e3 , avec n entier 1. Il suffit enfin d’utiliser le
corollaire 4.1.1 pour en de duire le re sultat suivant:
Proposition 4.1.4. Soit K4=[+m=me1+(m+ 12) e3 , m # N].
(1) L’ensemble K4 s’identifie, via leurs plus hauts poids, a l ’ensemble
des K-types de ?4 .
(2) L’ensemble, K? , des K-types de ? est inclus dans K4 et le cardinal
de (K4&K?) est fini.
Proposition 4.1.5. La K-repre sentation de plus haut poids +0 est un
K-type de ?.
Preuve. Il s’agit de de terminer un sous-espace K-invariant de dimension
2 de EK , soit V0 , tel que la repre sentation ? |K soit irre ductible sur V0 et de
plus haut poids +0= 12 e3 . Le proble me consiste donc tout d’abord a
rechercher un e le ment f0 de E , ve rifiant:
Xe1+e2 } f0=Xe1&e2 } f0=Xe3 } f0=T1 } f0=T2 } f0=0, T3 } f0=
1
2 f0 (28)




=- \ } cos u, Y=
a&b
2
, Z=c=- \ } sin u
La relation: T2 } f =0, f # E devient, en utilisant la proposition 3.6.2:
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Toute solution f de (28) est donc de la forme: f (a, b, c, t )=.(\, Y, t ), ou
. est e le ment de l’espace L2(R+_R_R*), muni de la mesure
d\dY (dt|t | ).
De signons maintenant par {0 la repre sentation irre ductible de K, de plus
haut poids +0 , et inte ressons-nous a la restriction de {0 a K & M1 . On con-
state que: k & m1=d1s1 , avec d1=(W’2 , W’3 , W’2+’3+W’2&’3) et
s1=(W’2+’3&W’2&’3).
Par ailleurs, les ge ne rateurs respectifs de d1 et s1 s’e crivent, dans
su2_su2_su2 , de la manie re suivante:
W’2=( j, j, 0), W’3=(&i, &i, 0),
(W’2+’3+W’2&’3)=(&k, &k, 0), (W’2+’3&W’2&’3)=(0, 0, k).
On peut ainsi identifier d1 a su2 . Soit, respectivement, D1 et S1 les
sous-groupes analytiques de G, d’alge bres de Lie d1 et s1 . On de duit des
de finitions que {0 est triviale sur D1 et que sa restriction a S1 est de
dimension 2.
D’autre part, sachant que, dans su2_su2_su2 , (W’1+’2&W’1&’2)=
(0, 0, i ), et que, d’apre s (28), T3 } f0=(i2)(W’1&’2&W’1+’2) } f0=
1
2 f0 , et
en s’inte ressant a la restriction de {0 a S1 , on peut de duire de l’existence de
f0 celle d’un e le ment f1 de E tel que:
(W’2+’3&W’2&’3) } f0=i } f1 , et (W’2+’3&W’2&’3) } f1=i } f0 .
La fonction f0 cherche e ve rifie donc, en outre, les trois proprie te s suivan-
tes:
W’2 } f0=0, (W’2+’3+W’2&’3) } f0=0,
(29)
(W’2+’3&W’2&’3)
2 } f0=& f0 ,
Explicitons maintenant les formules (28) et (29) en termes d’ope rateurs
diffe rentiels, a l’aide des formules obtenues dans les propositions 3.6.2 et
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La solution f0 cherche e sera fonction des variables (r, %, :), de finie sur
l’ouvert:
V=[(r, %, :)% # ]&?, ?], r cos %>:, r2&:2>0]
Posons: h0=|t | 32 } f0 . La fonction h0 devra e^tre, de surcroit, de carre
inte grable relativement a la mesure r drd%d:.






W’2 } f0=&4Z |t |
&12 h0
:
(W’2+’3+W’2&’3) } f0=&4X |t |
&12 } e(t ) }
h0
:





























e(t ) } |t |&32
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12 } f0=





















i |t |&32 e(t )




































Les formules (29) impliquent alors: h0 :=0 et 2h0 %2=&(14) } h0 .
On de duit la forme de h0 suivante:






Ensuite, la relation T1 } f0=0 implique que: (1r)(h0r)+(2h0 r2)+
(1r2)(2h0 %2)&16?2h0=0. Il s’en suit que a et b sont ne cessairement




&\16?2+ 14r2+ y=0 (E)
dont les solutions ge ne rales sont: y=r&12(a0 e4?r+b0 e&4?r), a0 , b0 # C.
En ne conservant que les solutions de carre inte grable, on pose
maintenant:









f +0 =|t |
&32 } h+0 , f
&
0 =|t |
&32 } h&0 .
Un calcul long, mais sans difficulte s the oriques, nous permet alors de
ve rifier les proprie te s suivantes:
v 11 } f +0 =11 } f
&
0 =12 } f
+
0 =12 } f
&
0 =0,
v T3 } f +0 =
1
2e(t ) } f
+




2e(t ) } f
&
0 ,
v 13 } f +0 =i(1&e(t )) f
&
0 , 13 } f
&
0 =i(1+e(t )) } f
+
0 .
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Soit, pour (x, y) # C2:
f x, y0 =x
1+e(t )
2
} f +0 + y
1&e(t )
2
} f &0 ,
f x, y1 =x
1&e(t )
2




et soit W0 l’espace de dimension 4 engendre par ces fonctions. On ve rifie
alors que:
11 } f x, y0 =12 } f
x, y
0 =13 } f
x, y
0 =T1 } f
x, y









On dispose ainsi, a priori, d’un sous-espace de dimension 2 de fonctions
satisfaisant aux conditions souhaite es. Parmi celles-ci, il nous faut de ter-
miner celles qui appartiennent a EK . Pour cela, on e tudie l’action d’un
syste me de ge ne rateurs de K sur les fonctions f x, y0 . Conside rons l’ope rateur
?(w’2&’3(u)), pour u # [0, ?]. A l’aide du (2) de la proposition 3.5.4, on
obtient:


















Comme, en particulier, les solutions cherche es sont des vecteurs C ,
vis-a -vis de la repre sentation ?1 de P1 , qui est une repre sentation induite,
il s’en suit que ces solutions sont des fonctions C  par rapport aux
variables (a, b, c). Par continuite suivant la variable a, on de duit, alors,
facilement des formules pre ce dentes l’e galite : y=ix. Les seules fonctions de
W0 re pondant au proble me pose sont donc de la forme f x, ix0 , x # C.
Posons: f0= f 1, i0 , f1= f
1, i
1 et V0 le sous-espace de W0 engendre par f0
et f1 . On ve rifie, en utilisant le (1) de la proposition 3.5.4, que:
?(w’3(u)) } fk= fk , \u # [&?, ?], k=0, 1, et, a l’aide de formules analogues
a celles qui pre ce dent, que: ?(w’2&’3(u)) } fk # V0 , \u # [&?, ?], k=0, 1.
Posons, enfin: h0=|t | 32 } f0 , h+0 et h
&
0 sont de finies comme pre ce dem-
ment. On ve rifie, tout d’abord, que (W’1+’3&W’1&’3) } h
+
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Or, on a:
(W’2+’3&W’2&’3) } ?(w) } h
+
0 =?(w) } (W’1&’3&W’1+’3) } h
+
0
=&ie(t ) ?(w) } h&0
(W’2+’3&W’2&’3) } ?(w) } h
&
0 =?(w) } (W’1&’3&W’1+’3) } h
&
0
=&ie(t ) ?(w) } h+0
Ceci implique que: (W’2+’3&W’2&’3)
2 } ?(w) } h0=&?(w) } h0 . Il est
facile de constater, a l’aide de la proposition 3.5.1, que la fonction ?(w) } h0







Comme, d’autre part, on a: T1 } ?(w) } h0=?(w) } T1 } h0=0, il re sulte des
calculs pre ce dents que la fonction ?(w) } f0 appartient a l’espace W0 . On
montre bien ainsi que f0 est un vecteur K-fini de E.
De plus, en conside rant, pour u # [0, ?], la fonction ?(w’2&’3(u)) } ?(w) } f0 ,
et a l’aide d’un argument de continuite analogue au pre ce dent, on montre
en fait que ?(w) } f0 appartient a V0 .
Conse quences. (1) La fonction f0 est K-finie. Il s’agit donc bien d’un
vecteur de plus haut poids +0= 12 e3 dans E, ce qui de montre la proposition.
(2) Le sous-espace de dimension 2, V0 , est l’espace du K-type +0 .
Proposition 4.1.6. L’ensemble [+m=me1+(m+ 12e3), m # N] est
exactement l ’ensemble des K-types de ?.
Preuve. Supposons que +m soit un K-type de ?, d’espace Vm , et de
vecteur de plus haut poids fm . Soit .m : sVm  s } Vm le K-morphisme
surjectif canonique de sVm dans s } Vm . Pour tout entier i, Xe1+e3  fi est
un vecteur de plus haut poids de sVi , de sorte que l’on a:
.i (Xe1+e3  fi) # 
ki+1
Vk .
Supposons maintemant Xe1+e3 } fm=0. On peut alors e crire: .m(sVm)/
km Vk .
Conside rons, enfin, le K-module M=km Vk . A l’aide des deux inclu-
sions e tablies pre ce demment, on constate que, pour tout km, s } Vk/M,
de sorte que l’on peut alors munir M d’une structure de (g, K )-module non
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nul et de dimension finie, ce qui est en contradiction avec l’irre ductibilite
de ?. Ainsi, Xe1+e3 } fm est non nul, c’est un vecteur de plus haut poids +m+1
dans E.
On de duit donc que si +m est un K-type, +m+1 est e galement un K-type.
La proposition re sulte alors d’une re currence simple et des propositions
4.1.4 et 4.1.5.
4.2. Les parame tres de Langlands de ?
A tout K-type + de ?, D. Vogan associe une sous-alge bre parabolique
%-invariante de gC , note e p(+), et de finie de la manie re suivante. Soit
2+(+)=[: # 2C , (:++2\c)>0 ou (:++2\c)=0 et :<0] un syste me
de racines positives pour lequel ++2\c est dominant, \(+) et \c(+) respec-
tivement la demi-somme des racines positives et des racines positives
compactes.
Proposition 4.2.1 [VO 1, Prop. 5.3.3]. Il existe un unique e le ment * (+)
de t* satifaisant aux proprie te s suivantes:
(a) il existe un ensemble orthogonal [;1 , ..., ;r] d ’e le ments de 2C , des





tels que: * (+)=++2\c(+)&\(+)+ 12  ci ;i est dominant relativement a
2+(+).
(b) La racine ;1 est non compacte et simple.
(c) Soit g1=g(X;1). Alors, [;2 , ..., ;r] ve rifient les me^mes proprie te s
relativement a g1 et au k & g1-type + |;1= .
(d) Si ci{0, cj=0 alors i< j.
(e) Soit : # 2C (:* +)=0. Alors, il existe i, 1ir, tel que
(:;i){0.
La sous-alge bre p(+)=t(X: , : # 2 et (:, * +)0) est la sous-alge bre
parabolique %-invariante associe e au K-type + et p(+)=l(+)n+(+) est sa
de composition de Levi.
Cette sous-alge bre sert ensuite a construire un sous-groupe parabolique
cuspidal P+ de G associe a +. En effet, l(+) est la complexifie e d’une sous-
alge bre re elle l0(+) de g. Soit a0(+) une sous-alge bre abe lienne maximale de
l0(+) & s et l0(+)a0 le stabilisateur de a0(+) dans l0(+). On de montre que
l0(+)a0 est une sous-alge bre de Cartan %-stable de g. Soit 20 un syste me de
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racines de a0(+) dans g, 2+0 un syste me de racines positives, Zg(a0(+))=
m0(+)a0(+) la de composition de Levi du stabilisateur de a0(+) dans g et
n0(+)=: # 20+ R } X: .
Alors, p0(+)=m0(+)a0(+)n0(+) est la sous-alge bre parabolique
cuspidale associe e au K-type + et le sous-groupe parabolique correspon-
dant est P+ , de de composition de Langlands P+=M+ } A+ } N+ .
Soit maintenant P=MAN un sous-groupe parabolique cuspidal de G, $
une repre sentation dans la se rie discre te de M, & un caracte re non unitaire
de A, I P$, &=Ind
G
P($&1), et A($ ) l’ensemble des K-types minimaux de
I P$, & , dont on sait qu’il est inde pendant du parame tre &. On de montre
([VO 1], th. 6.5.10) que si + est e le ment de A($ ), alors + est de multiplicite
1 dans I P$, & , de sorte qu’il existe un et un seul sous-quotient irre ductible,
J P$, &(+), de I
P
$, & , contenant ce K-type +.
Le the ore me de classification de D. Vogan que nous utiliserons est le
suivant:
The ore me 4.2.1 [VO 1, th. 6.5.12]. Soit ? # G , + un K-type minimal
de ?, P+ le sous-groupe parabolique cuspidal associe a +. Alors, il existe un
e le ment $+ , dans la se rie discre te de M+ , un caracte re & de A+ , tels que:
+ # A($+) et ?tJ P$+ , &(+).
Venons-en maintenant au cas de notre repre sentation ?. Il re sulte de la
proposition 4.1.5. que +0 est l’unique K-type minimal de ?. Le syste me de
racines 2+(+0) est caracte rise par:
2+(+0)=[e1\e2 , e1\e3 , e3\e2 , e1 , &e2 , e3].
Soit ;1=&e2 , ;2=e1&e3 , ;3=e1+e3 . On ve rifie alors que la suite
(;1 , ;2 , ;3) de racines fortement orthogonales remplit les conditions
a, b, c, d et e de la proposition 4.2.1 et on obtient * (+0)=0. La sous-alge bre
parabolique %-invariante p(+0), associe e a +0 , est donc e gale a gC . Ainsi,
le sous-groupe parabolique cuspidal associe au K-type minimal +0 est le
sous-groupe de Borel B=M.A.N. Il nous reste maintenant a de terminer les
parame tres $+0 et & correspondant a ? par le the ore me 4.2.1.
v Il est clair que & est le caracte re de A qui sert a de finir le caracte re
infinite simal de ?. D’apre s [JO 1], on sait, en outre, que la diffe rentielle de
& appartient a la classe, modulo le groupe de Weyl W, de l’e le ment
*0= 32’1+
1
2’2+’3 . On choisit & de telle fac on que d& soit dominant
relativement a 2. La seule possibilite est:
&=e(32) ’1+’2+(12) ’3
v De terminons, pour finir, l’ensemble M . Soit Q=(s2, w2) le sous-
groupe d’ordre 8 de M engendre par s2 et w2, isomorphe au groupe quater-
nonien. On montre facilement que M=1_2_Q, produit direct du groupe
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quaternonien et d’un sous-groupe central d’ordre 2 de G. Notons /1
(respectivement /&1) le caracte re trivial, (respectivement non trivial)
de 1_2 . Un caracte re q:, ; de Q est de fini par: q:, ;(s2)=:, q:, ;(w2)=;.
De (10), on de duit que: :2=;2=1. Les caracte res de Q sont donc au
nombre de 4 et donne s par: [q:, ; , :, ; # [&1, 1]].
Ainsi, Q =[q:, ; , :, ; # [&1, 1], {Q], ou {Q est la repre sentation irre duc-
tible de dimension 2 du groupe quaternonien. D’ou :
M =[/1q:, ; , /1 {Q , /&1q:, ; , /&1{Q , :, ; # [&1, 1]]
On sait, de plus, d’apre s (11), que ?(w4)=&1, et par de finition, que
?(_2)=1. Comme on a ?(w2)=$+0(w
2) } Id, ?(_2)=$+0(_
2) } Id, le seul
choix possible est donc: $+0=/1 {Q .
D. Vogan e tablit, enfin, dans [VO 1], th. 6.6.14 et 6.6.15, une corres-
pondance entre sa classification de G et celle de Langlands, c’est-a -dire une
e quivalence entre le quotient J p+$+ , &(+) et un quotient de Langlands. En se
servant de cette correspondance, on aboutit au re sultat suivant:
Theo re me 4.2.2. Soit B=MAN le sous-groupe de Borel de G,
&=e(32) ’1+’2+(12) ’3 un caracte re de A, $=/1 {Q la repre sentation
irre ductible de dimension 2 de M=1_2_Q, ou /1 est le caracte re trivial de
1_2 et {Q la repre sentation de dimension 2 du groupe quaternonien Q. Alors,
? est e quivalente au quotient de Langlands de la se rie principale de
parame tres (B, &, $ ).
5. La restriction de ? a G2
5.1. Notations et pre liminaires
L’alge bre de Lie g posse de une sous-alge bre de ploye e g2 , de type G2 , qui
se de crit, avec les notations de [LE-SM], de la manie re suivante.
Tout d’abord, h2=(H1&H2+2H3 , H2&H3) est une sous-alge bre de
Cartan de g2 . On peut choisir une base [:1 , :2] de racines simples de h2
dans g2 , de sorte que l’ope rateur de restriction j2 : h*  h2* soit alors
donne e par:
j2(’1&’2)= j2(’3)=:1 , j2(’2&’3)=:2 .
Soit 22=[\:1 ,\:2 , \(:1+:2), \(2:1+:2), \(3:1+:2), \(3:1+2:2)]
un syste me de racines de h2 dans g2 . La base de Chevalley correspondante
de g2 se de finit en fonction de celle de g par les formules suivantes:
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Dans ces conditions, g2 est %-stable. Soit k2=g2 & k, sG2=g2 & s, et
g2=k2sG2 une de composition de Cartan de g2 . Soit G2 le sous-groupe
connexe et simplement connexe de G, d’alge bre de Lie g2 , K2=K & G2 le
sous-groupe compact maximal de G2 , dont l’alge bre de Lie, k2 , s’identifie
a su(2)_su(2) selon le plongement suivant:
su(2)_su(2)  k2
(i, 0)  (i, 0, 0)
( j, 0)  ( j, 0, 0)
(k, 0)  (k, 0, 0)
(0, i )  (0, i, i )
(0, j )  (0, j, j )
(0, k )  (0, k, k ).
Soit, enfin, w1=w:1=w } _, w2=w:2 .
Il existe deux sous-alge bres paraboliques maximales standard de g2 . que
nous de signerons par q1 et q2 . Soit Q1 et Q2 les sous-groupes paraboliques
correspondants.
v La sous alge bre q1 admet la de composition de Langlands suivante:
q1=mq1 aq1 nq1 , avec:
mq1=sl2(:2), aq1=(H2+H3+2H1) ,
nq1=(X:1 , X:1+:2 , X2:1+:2 , X3:1+:2 , X3:1+2:2)
On ve rifie, d’autre part, que Q1=1w21(Q1)0 .
v La sous-alge bre q2 admet la de composition de Langlands suivante:
q2=mq2 aq2 nq2 , avec:
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mq2=sl2(:1), aq1=(H1+H2) ,
nq2=(X:2 , X:1+:2 , X2:1+:2 , X3:1+:2 , X3:1+2:2)
On ve rifie, de plus, que: Q2=1w22 } (Q2)0 .
L’alge bre g2 contient une et une seule G2 -orbite nilpotente de dimen-
sion 8. Le re sultat qui suit, dont l’analogue dans le cas complexe est du^ a
LevasseurSmith ([LE-SM], prop. 4.2), permet de relier cette G2-orbite a
la G-orbite minimale Omin .
Proposition 5.1.1. Il existe une et seule G2-orbite ouverte, dense, con-
tenue dans Omin , soit O8=G2 } X’3&’1 , isomorphe a la G2-orbite nilpotente
de dimension 8.
Preuve. Compte-tenu de ce qui a e te fait par LevasseurSmith, il suffit
de de montrer, dans le cas re el, que l’ensemble G2 } G(X’3&’1) contient bien
un ouvert de Zariski de G. Le calcul donne:
g(X’3&’1)=sl2(’1+’3)sl2(’2)
(X&’1&’2 , X’2&’1 , X’3&’1 , X’3&’2 , X&’1 , X’3 , X’3+’2)
On peut supposer, pour cette de monstration, que G2 et G sont line aires
et conside rer leurs complexifie s respectifs, G2, C et GC . D’apre s Levasseur
Smith, G2, C } X’3&’1 est l’unique G2, C -orbite ouverte dense contenue dans
GC } X’3&’1 . Donc, G2, C } GC(X’3&’1) est un ouvert de Zariski de GC . Tout
revient alors a de montrer que: G & (G2, C } GC(X’3&’1))=G2 } G(X’3&’1).
On a: G & (G2, C } GC(X’3&’1))=[ y } z, y # G2, C , z # GC(X’3&’1), y } z=
y } z], x  x e tant la conjugaison dans GC , relativement a G.
D’autre part, dire que y } z= y } z, c’est dire que t= y&1 } y =z } z &1
appartient a G2, C(X’3&’1), et t } t =1. Supposons ve rifie e la proprie te (P)
suivante:
\t # G2, C(X’3&’1)t } t =1, _s # G2, C(X’3&’1)t=s } s
&1
Soit, alors, y } z # G & G2, C } GC(X’3&’1) et t= y
&1 } y =z } z &1. Le fait que
t=s } s &1 implique que: s&1 } z # G(X’3&’1) et y } s # G2 . D’ou : y } z=
y } s } s&1 } z # G2 } G(X’3&’1), ce qui de montre le re sultat. Il reste donc a
montrer que (P) est vraie. Or, G2, C(X’3&’1) est le groupe connexe de fini
par:
G2, C(X’3&’1)=SL2, C(’1+’3) } U2, C ,
U2, C=exp(X&:2 , X&:1&:2 , X&3:1&2:2)
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On constate tout d’abord que l’alge bre de Lie de U2, C est commutative;
On peut ainsi identifier U2, C au groupe additif C
3, avec la conjugaison
usuelle. La proprie te (P) se ve rifie, alors, tre s simplement pour U2, C .
Etudions maintenant le cas du groupe SL(2, C). Le re sultat est, alors,
conse quence de la proposition 4.4 de ([LO]), qui e tablit la proprie te
suivante:
Soit L un groupe de Lie connexe, _ une involution analytique de L,
L_=[x } _(x)&1, x # L] et L1_=[x # Lx } _(x)=1]. Alors, L_ est la com-
posante connexe contenant 1 de L1_ .




: +, : # C, x, y # R, |:| 2+xy=1=
Il s’en suit que L1_ est home omorphe a un hyperbolo@ de a une nappe dans
R4 et, donc, connexe. D’apre s [LO], on en de duit que la proprie te (P) est
bien vraie pour SL(2, C).
Pour finir, posons L=G2, C(X’3&’1) et U=U2, C . En utilisant ce que l’on
vient de montrer, on constate que le groupe LU ve rifie (P), ce qui permet
de dire, avec les notations pre ce dentes et [LO], que (LU )1_=(LU )_ et
que (LU )1_ est connexe. D’autre part, il est facile d’e tablir que les espaces
syme triques (LU)_ et L_ U_ sont isomorphes. D’apre s ce qui pre ce de, on











_ sont connexes, ce qui implique que L
1
_ est
connexe, et, d’apre s [LO], que L ve rifie bien la proprie te (P), ce qui
ache ve la preuve de la proposition.
On identifiera, dore navant, la G2-orbite nilpotente de dimension 8 a
l’orbite O8 .
v Par ailleurs, A. Joseph a e tabli l’existence de deux ide aux primitifs
comple tement premiers J1 , J2 de U(g2), et de deux seulement, tels que:
V(Ji)=O 8 , i=1, 2. L’un d’entre eux, soit J1 , est de plus e gal a J0 & U(g2)
([LE-SM], th. 3.2).
Soit ?G2 la restriction de ? a G2 . En tenant compte de ce re sultat et du
the ore me 3.7.1, il apparait clairement que l’annulateur de ?G2 dans U(g2)
est e gal a J1 , et pour peu que l’on de montre l’irre ductibilite de cette
repre sentation, on aura ainsi construit une repre sentation unipotente
associe e a la G2 -orbite O8 .
5.2. La me thode des orbites pour O8 .
Proposition 5.2.1. L’orbite O8 est G2 -admissible et ne posse de qu’un
seul parame tre d ’admissibilite .
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Preuve. Soit G2(X’3&’1) le stabilisateur dans G2 de X’3&’1 . On ve rifie
que:
g2(X’3&’1)=sl2(3:1+:2)(X&:2 , X&:1&:2 , X&3:1&2:2) .
Ensuite, on constate que (X:1+:2 , H:1+:2 , X&:1&:2) est un sl2-triplet
%-stable. On peut, alors, utiliser le lemme 6.10 de [VO 2] pour en de duire
que K2 & G2(X’3&’1) est un sous-groupe compact maximal de G2(X’3&’1).
Or, les calculs donnent:
K & G(X’3&’1)={\exp t j, exp t$ j, exp t$&t2 j+, t, t$ # R=
De ceci on de duit que K2 & G2(X’3&’1)=[(exp t j, exp &t j, exp &t j),
t # R], et on remarque, alors, que: K2 & G2(X’3&’1)/(G2(X’3&’1))o , ce qui
permet d’affirmer que G2(X’3&’1) est connexe. Soit R2(X’3&’1) un facteur
re ductif de G2(X’3&’1).
On de montre, enfin, comme dans le lemme 3.2.1, que R2(X’3&’1) s’iden-
tifie a la composante neutre de R2(X’3&’1)
g2 et on de duit ainsi que cette
extension me taplectique posse de exactement deux composantes connexes,
ce qui de montre la proposition.
Notre but consiste maintenant a appliquer la me thode des orbites de
M. Duflo a la G2-orbite O8 et, en conse quence, de s’inte re sser a la restric-
tion aux deux paraboliques Qi , i=1, 2.
v La restriction a Q1 . Posons X1=X&’1&’2+X&’2&’3=e
ad X’1&’3 }
X&’1&’2 . On constate, d’une part que X1 est e le ment de la G-orbite Omin ,
et me^me plus pre cise ment de la P1-orbite ouverte dense dans Omin , d’autre
part que X1=ead(&X&:1&:2) } Ad w1 } X’3&’1 et donc que X1 appartient a O8 .
Soit f1=K(X1 , } ) l’e le ment de q1* associe a X1 .
Proposition 5.2.2. (1) La Q1-orbite Q1 } X1 est ouverte, dense, contenue
dans O8 . C ’est de plus l ’unique Q1 -orbite posse dant ces proprie te s.
(2) L’application de restriction de g2 sur q1* induit un isomorphisme de
Q1 } X1 sur Q1 } f1 .
(3) La forme f1 est de type unipotent.
La de monstration de cette proposition repose sur les deux lemmes
techniques suivants:
Lemme 5.2.1. L’ensemble Q1 } G2(X1) est un ouvert de G2 dont le com-
ple mentaire dans G2 est une sous-varie te de co-dimension supe rieure ou e gale
a 1.
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Preuve. On constate tout d’abord que:
g2(X1)=(X&:2 , X&2:1&:2 , X&3:1&:2 , X&3:1&2:2 ,
H:2&X&:1&:2 , X:2&X&:1)
Alors, Q1 } G2(X1) est un ouvert de G2 que l’on va comparer a la grosse
cellule de Bruhat 01 de G2 , associe e au parabolique Q1 .
Or, 01=Q1 } NQ1 , nQ1=(X&:1 , X&:1&:2 , X&2:1&:2 , X&3:1&:2 , X&3:1&2:2),
et on peut e crire: 01=z # R Q1 } exp RX&:1 } exp zX&:1&:2 } UQ1 , avec:
uQ1=(X&2:1&:2 , X&3:1&:2 , X&3:1&2:2) .
On ve rifie, ensuite, que:
AdezX&:1&:2 } X1=(1&z) } X&’1&’2+X&’2&’3
v Supposons z<1 et posons: u=ln(1&z). Le calcul donne alors:
AdeuH:2 } AdezX&:1&:2 } X1=X1
Ainsi, euH:2 } ezX&:1&:2 # G2(X1) et on peut e crire: ezX&:1&:2=e&uH:2 } xz ,
avec xz # G2(X1). Or, il est facile de ve rifier que: exp RX&:1 }
e&uH:2/Q1 } G2(X1), ce qui donne: exp RX&:1 } e
zX&:1&:2/Q1 } G2(X1), et,
donc: z<1 Q1 } exp RX&:1 } exp zX&:1&:2 } UQ1/Q1 } G2(X1).
v Supposons maintenant z>1. La formule:
Adw22 } Ade
zX&:1&:2 } X1=(z&1) } X&’1&’2+X&’2&’3




Q1 } exp RX&:1 } exp zX&:1&:2 } UQ1/Q1 } G2(X1)
D’ou : z # R&[1] Q1 } exp RX&:1 } exp zX&:1&:2 } UQ1/Q1 } G2(X1). Il s’en
suit que Q1 } G2(X1) contient un ouvert de 01 de codimension supe rieure
ou e gale a 1, ce qui de montre bien le lemme.
Lemme 5.2.2. On a l ’e galite : Q1(X1)=Q1( f1).
Preuve. Le calcul donne: q1( f1)=(X&:2). On constate imme diatement
que q1(X1)/q1( f1), d’ou l’e galite pour des raisons de dimension. De
me^me, on peut e crire: Q1(X1)/Q1( f1). La de termination de Q1( f1) se
rame ne a celle d’un facteur re ductif, R( f1). Conside rons le stabilisateur
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Q1(Rf1). Soit h1 la sous-alge bre de h2 engendre e par l’e le ment H3:1+:2 . On
ve rifie l’inclusion:
h1/Q1(Rf1)
Il existe donc un facteur re ductif R1 de Q1(Rf1) contenant R( f1) et un
facteur re ductif R de Q1 tels que:
exp h1/R1/R
De [KH-TO], prop. 22, on de duit alors l’existence d’un e le ment x
appartenant au centralisateur de exp h1 dans NQ1 tel que: xRx
&1/L1 ou
L1=MQ1 AQ1 . Le calcul montre que x appartient a exp RX:1+:2 . Ainsi, il
existe to appartenant a R tel que: R( f1)/exp to X:1+:2 } L1 } exp &to X:1+:2 .
On ve rifie, par ailleurs, aise ment que Q1(Rf1) est inclus dans le
normalisateur NQ1(q1( f1)) de q1( f1) dans Q1 . Montrons que R( f1)/
exp to X:1+:2 NL1(q1( f1)) exp &to X:1+:2 .
Soit r=exp to X:1+:2 } l } exp &to X:1+:2 , l # L1 . On a:
Ad r } X&:2=Ad exp to X:1+:2 } Ad l } (X&:2+Z ), Z # nq1
=Ad exp to X:1+:2 } (Ad l } X&:2+Z$), Z$ # nq1 ,
Ad l } X&:2/l1
=Ad l } X&:2+Z", Z" # nq1
=c } X&:2
De ceci, on de duit imme diatement que Z"=0 et Ad l } X&:2=c } X&:2 ,
d’ou le re sultat.
On peut donc e crire un e le ment r de R( f1) sous la forme suivante:




2 } exp H } exp &to X:1+:2 ,
u # R, a, b # N, H # h2
On constate, d’autre part, que: f1(X3:1+2:2)= f1(X2:1+:2)=&2 et
f1(Z )=0, \Z # s1 avec s1=mq1 aq1 (X&:2 , X:1+:2 , X3:1+:2). Le calcul
donne ensuite: Ad r } X3:1+2:2=(&1)
b e(3:1+2:2)(H ) } X3:1+2:2+Z, avec
Z # s1 .
De l’e galite f1(Ad r } X3:1+2:2)= f1(X3:1+2:2) on de duit que: b#0[2],
(3:1+2:2)(H )=0. En utilisant, de la me^me manie re, les e galite s:
f1(Ad r } X2:1+:2)= f1(X2:1+:2),
f1(Ad r } X:1+:2)= f1(Ad rX:1)= f1(Ad r } Z )=0, \Z # h2
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on obtient, successivement:
(1&(&1)a e(2:1+:2)(H ))(3to+1)=0
(&1)a e(:1+:2)(H ) } (3to+2) } uto=0
(3to(e(12) :1(H )&(&1)a)+2e (12) :1(H ))(e(12) :1(H )&(&1)a) } to=0
(&1)a (2uto+3ut 2o)(:1+:2)(Z) e
&(12) :1(H )&u:2(Z )(t 2o+t
3
o)=0
La dernie re e galite e tant vraie pour tout Z, on en de duit, de plus, que:
ut 2o(1+to)=uto(3to+2)=0
Il re sulte de tout ceci que: uto=0
v Si u{0, alors, des e galite s pre ce dentes on de duit que: t0=0,
a#0[2] et H=0. Dans ce cas, on constate que r appartient a
1w24 } exp RX&:2 .
v Si u=0, deux cas se pre sentent:
v Si t{&13, alors, on a: a#0[2] et H=0, d’ou r # 1w24 .
v Si t=&13 , on obtient: (&1)
a=\e(12) :1(H ). Si (&1)a=e(12) :1(H ),
on est ramene au cas pre ce dent. Supposons, alors, que (&1)a+e(12) :1(H )
=0. On de duit que: a#1[2], H=0, et r=exp &13 X:1+:2 } w
2
1 }
exp 13 X:1+:2 . Le calcul montre, alors, que, pour un tel r, on a:
f1(Ad r } X&:2){0, ce qui rend impossible cette dernie re e ventualite .
D’ou : Q1( f1)=1w42 } (Q1( f1))o . Il suffit, enfin, de ve rifier que l’e le ment w
4
2
stabilise X1 pour en de duire le re sultat souhaite .
Preuve de la proposition 5.2.2. Le (1) est conse quence directe du
lemme 5.2.2, tandis que le (2) est conse quence du lemme 5.2.3. Soit
bq1=(X&:2 , X:1 , X2:1+:2 , X3:1+:2 , X3:1+2:2). On ve rifie que bq1 est une
polarisation, relativement a f1 , ce qui donne (3).
Conse quence. On peut donc associer a la Q1-orbite Q1 } f1 une
Q1 -repre sentation unipotente, selon la me thode de Duflo. Soit BQ1 le
sous-groupe de Q1 d’alge bre de Lie bq1 et tQ1 le caracte re de BQ1 associe
a f1 . Alors, ?UQ1=Ind
Q1
BQ1
tQ1 est cette Q1-repre sentation unipotente.
Proposition 5.2.3. La restriction de ?G2 a Q1 est e quivalente a la
Q1 -repre sentation unipotente, ?UQ1 , associe e a la Q1 -orbite dense de O8 .
Preuve. Soit ?Q1 la restriction de ? a Q1 . On constate que B1 } Q1 est un
ouvert de P1 dont le comple mentaire dans P1 est de co-dimension supe -
rieure ou e gale a 1. En effet, le fait que B1 } Q1 soit un ouvert de P1 est
conse quence de l’e galite dim(q1+b1)=dim p1 , et il re sulte de calculs
457UNE REPRE SENTATION UNIPOTENTE
File: 580J 286465 . By:CV . Date:23:05:96 . Time:08:22 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 3226 Signs: 1978 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
simples que cet ouvert contient la grosse cellule de Bruhat associe e au
parabolique P1 . On de duit alors de ceci que ?Q1 est e quivalente a la repre -
sentation IndQ1B1 & Q1 t/11 , ou t/11 est la restriction a B1 & Q1 du caracte re t/1 .
Par ailleurs, on a: b1 & q1=(H:1) (X&:2 , X:1 , X3:1+:2 , X3:1+2:2).
Lemme 5.2.3. La sous-alge bre b1 & q1 est une polarisation relativement a
f1 , et posse de un facteur re ductif qui stabilise la restriction de f1 a u(b1 & q1).
Elle ne ve rifie pas la condition de Pukansky. Cependant, l ’ensemble w( f1) est
un ouvert dense de f1+(b1 & q1)=.
Preuve. Les deux premie res assertions s’obtiennent par simple ve rifica-
tion. On constate, ensuite, que tout e le ment de f1+(b1 & q1)= s’e crit sous
la forme:
,a, b, c, d=K(X1+aH:2+bX&:2+cX&:1&:2+dX&2:1&:2 , } )
on ve rifie, alors, que si d{ 13, dim q1(,a, b, c, d)=1 et que
dim q1(,0, 0, 0, 13)=3. La premie re proprie te implique que w( f1) est un
ouvert de (b1 & q1)= de codimension supe rieure ou e gale a 1. Quant a la
deuxie me proprie te , elle montre bien que la condition de Pukansky n’est
pas ve rifie e.
Remarque. De ce lemme, de la proposition 5.2.2, et du lemme1.1.1, on
de duit, en particulier, que b1 & q1 n’est pas de type fortement unipotent.
Ainsi, ?Q1 et ?
U
Q1 sont deux repre sentations unitaires de Q1 , associe es a
deux polarisations de q1 relativement a la forme f1 . Soit VQ1 et V
U
Q1 les
espaces respectifs de ces repre sentations. Pour f # VQ1 , on pose:
FQ1( f )(x)=|
BQ1 B1 & BQ1
f (xy) tQ1( y) dy, dy e tant une mesure
invariante sur BQ1 B1 & BQ1 .
v Soit (a, b, c, t ) # R3_R*. On pose:
jq1(a, b, c, t )=w
1&e(t )
’1+’2 h’1+’2(t ) x:2(a) x:1+:2(c) x2:1+:2(b)
On montre ensuite que 0q1= jq1(R
3_R*) } B1 & Q1 est un ouvert dense
de Q1 et que l’application Jq1 , de finie par: &f # VQ1 , Jq1( f )= f b jq1 est un
ope rateur unitaire qui permet de re aliser, par transport de structure, ?Q1
dans l’espace L2(R3_R*), muni de la mesure invariante sur R3_R*.
v Soit (a, c, u, t ) # R2_R*2. On pose:
j uq1(a, c, u, t )=w
1&e(t )
’1+’2 h’1+’2(t ) w
1&e(u)
1 h:1(u) x:2(a) x:1+:2(c)
458 HERVE SABOURIN
File: 580J 286466 . By:CV . Date:23:05:96 . Time:08:22 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 3105 Signs: 1893 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
On ve rifie que 0uq1= j
u
q1(R
2_R*2) } BQ1 est un ouvert dense de Q1 et que




q1( f )= f b j
u
q1 est aussi un
ope rateur unitaire. La repre sentation ?UQ1 se re alise, alors, par transport de
structure, dans l’espace L2(R2_R*2), muni de la mesure invariante sur
R2_R*2.
L’application FQ1 induit un ope rateur, note de la me^me manie re,
de L2(R3_R*) sur L2(R2_R*2). Comme l’isomorphisme canonique:
bQ1 b1 & bQ1&(X2:1+:2) induit un isomorphisme de varie te s de
BQ1 BQ1 & B1 sur R, on en de duit la formule suivante:
\f # L2(R3_R*), \(a, c, u, t ) # R2_R*2,
FQ1( f )(a, c, u, t )=2i
(1&e(u))2 } |u|&32 } |
R
f \ au3 , uz,
c
u
, t+ e4i?z dz
Il s’en suit que, par proprie te s de la transforme e de Fourier sur R, FQ1
est un ope rateur unitaire qui entrelace ?Q1 et ?
U
Q1 , ce qui ache ve la preuve
de la proposition 5.2.3. De celle-ci, on de duit imme diatement le corollaire
suivant:
Corollaire 5.2.1. La repre sentation ?G2 est irre ductible; C ’est une
repre sentation unipotente de G2 associe e a la G2-orbite O8 .
Nous reviendrons ulte rieurement sur la re alisation de ?G2 dans
L2(R3_R*).
v La restriction a Q2 . Posons: X2=X&’1&’2&X’3&’1=Ad e
X’2+’3 }
X&’1&’2 . Alors, X2 est e le ment de Omin et appartient e galement a la
P2-orbite ouverte dense contenue dans Omin . D’autre part, on a:
X2=Ad e&X&2:1&:2 } (&X’3&’1), si bien que X2 appartient aussi a O8 . La
proposition suivante re sulte de calculs tout a fait identiques a ceux de la
proposition 5.2.2.
Proposition 5.2.4. La Q2-orbite Q2 } X2 est ouverte, dense, contenue
dans O8 . C ’est l ’unique Q2-orbite posse dant ces proprie te s.
Inte ressons-nous maintenant a la sous-alge bre b2 & q2=sl2(:1)nq2 , et
posons:
Y2=Ad e(13) X2:1+:2 } X2 , f2=K(Y2 , } ), +n2= f2|nq2
Lemme 5.2.4. On a: q2( f2)=(X:1) et q2(+n2)=sl2(:1)(X3:1+2:2).
D’autre part, la sous-alge bre b2 & q2 est de type unipotent relativement a f2 ,
mais f2 n’est pas de type unipotent.
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Preuve. Les deux premie res assertions s’obtiennent sans difficulte s. Pour
finir, il suffit de constater que b2 & q2 est de type unipotent mais n’est pas
de type fortement unipotent et d’utiliser le lemme 1.1.1 pour conclure.
La Q2-orbite Q2 } f2 n’e tant pas de type unipotent, on ne peut pas lui
appliquer, a priori, la me thode des orbites de Duflo. Soit, cependant,
*2 la restriction de f2 a sl2(:1). On ve rifie que *2(X:1)=*2(H:1)=0,
*2(X&:1)=&
2
3 , et on constate ainsi que *2 s’identifie a une sl2 -orbite
nilpotente.
D’autre part, la forme +n2 se prolonge de manie re naturelle a un e le ment,
note +2 , de q2* , qui s’annule sur sl2(:1). Le lemme 5.2.4 permet ensuite de
ve rifier que q2(+2)=sl2(:1), que b2 & q2 est une sous-alge bre de type forte-
ment unipotent relativement a +2 et que +2 est de type unipotent.
En conse quence, on constate que, cette fois, la Q2 -orbite dense est
entie rement de termine e par le couple (*2 , +2) ou encore, avec les notations
et la terminologie de ([DU 1], 1.26), que la forme +2 est u-e quivalente a
f2 et que Q2 } f2=O*2 , +2 . Le travail qui suit va consister a e tudier de quelle
manie re on peut relier la restriction de ?G2 a Q2 et le couple (*2 , +2).
De l’e galite Q2 } B2=P2 , il re sulte imme diatement que:
?G2|Q2=Ind
Q2
B2 & Q2(/2 S2 } T2) |B2 & Q2 .
Etudions plus pre cisement la repre sentation (/2S2 } T2)B2 & Q2 . Pour
de finir S2 et T2 , nous utiliserons la polarisation l2 de n2 de finie par:
l2=(X’1 , X’1+’3 , X’2+’3 , X’1+’2). Soit L2 le sous-groupe de N2 d’alge bre
de Lie l2 , T2=IndN2L2 t2 , t2 caracte re de L2 associe a +2 et L2 l’espace de T2 .
Soit $2=l2 & nq2=(X2:1+:2 , X3:1+:2 , X3:1+2:2) . On ve rifie que $2 est une
polarisation de nq2 , relativement a +n2 , on note 22 le sous-groupe de Nq2 ,
d’alge bre de Lie $2 et on pose: Tq2=Ind
NQ2
22 tq2 la repre sentation unitaire
irre ductible de NQ2 associe e a +n2 par la correspondance de Kirillov,
d’espace Lq2 .
Soit v2=(X’1&2X’2+’3 , X’2+2X’1&’3 , X’1+’2) . On ve rifie imme diate-
ment les proprie te s suivantes:
Lemme 5.2.5. L’espace v2 est une sous-alge bre de n2 , isomorphe a
l ’alge bre de Heisenberg de dimension 3, et e gale au centralisateur de nq2 dans
n2 . On a, plus: v2+nq2=n2 . Enfin, le groupe RSL2(:1) ope re dans v2 .
Soit, maintenant, V2 le sous-groupe de N2 , d’alge bre de Lie v2 , et
D2=[(x, x&1), x # exp RX’1+’2]. l’application (v, n)  v } n de V2_NQ2 sur
N2 induit un isomorphisme de V2_NQ2 D2 sur N2 .
Soit $v=v2 & l2=(X’1&2X’2+’3 , X’1+’2). On ve rifie que $v est une
polarisation de v2 , relativement a +n2 , on note 2v le sous-groupe
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correspondant et on peut de finir ainsi la repre sentation Tv=Ind
V2
2v tv de
V2 , associe e a +2|$v par Kirillov, d’espace Lv .
L’application (v, n)  v } n induit aussi un isomorphisme de varie te s, soit
(v , n )  vn de NQ2 22_V2 2v sur N2 L2 de telle sorte que, pour un bon
choix de mesures, on ait la proprie te suivante:
\f # Cc(N2 L2), |
N2 L2
f (x ) dx =|
NQ222_V2 2v
f (yv) dy dv .
On de duit facilement de tout ceci:
Lemme 5.2.6. L’application
% : Lq1 Lv  L2
f  g  f } g
est un ope rateur unitaire qui entrelace les repre sentations Tq1 Tv et T2
de N2 .
Soit x # RSL2(:1). On introduit les repre sentants de x, (x, tx), (x, t$x),
(x, t"x), respectivement dans les extensions me taplectiques RSL2(:1)n2,
RSL2(:1)nq2 et RSL2(:1)v2 et on pose:




Soit enfin Sq2 et Sv les repre sentations me taplectiques des groupes
RSL2(:1)nq2 et RSL2(:1)v2, respectivement sur Lq2 et Lv .
Proposition 5.2.5. (1) Soit {v=/
vSv de finie par: \x # RSL2(:1),
\(x, t$x) # (RSL2(:1))nq2, \(x, t"x) # (RSL2(:1))v2,
{v(x, t$x)=/
v(x, t$x , t"x) } Sv(x, t"x)
Cette formule ne de pend pas du choix du repre sentant de x dans
(RSL2(:1))v2 et de finit une repre sentation de (RSL2(:1))nq2 dans Lv .
(2) On a: (/2 S2 } T2) |B2 & Q2={vSq2 } Tq2 , et la restriction de ?G2 a
Q2 est e quivalente a IndQ2B2 & Q2({vSq2 } Tq2).
La preuve de ce re sultat s’obtient par simple ve rification.
On utilise le mode le de Schro dinger pour la repre sentation me taplectique
Sv et on re alise ainsi celle-ci dans L
2(R). D’apre s KashiwaraVergne
([KA-VE]), Sv est somme directe de deux repre sentations irre ductibles
que nous noterons S +v et S
&
v , ope rant respectivement dans l’espace des
fonctions paires et impaires de L2(R).
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Posons: {+v =/




Proposition 5.2.6. La restriction ?Q2 de ?G2 au parabolique Q2 n’est pas
irre ductible. Elle posse de deux composantes irre ductibles:
?+Q2=Ind
Q2
B2 & Q2 {
+




B2 & Q2 {
&
v Sq2 } Tq2 .
Preuve. La Q2-orbite Q2 } +2 est la Q2 -orbite dense associe e a la
G2-orbite minimale. En utilisant la preuve de la proposition 2.2.1, on
constate que: Q2(+2)=Q2 & G2(X&3:1&2:2) et on ve rifie facilement que:
Q2(+2)/B2 & Q2 . Il re sulte de ceci que les deux repre sentations ?+Q2 et ?
&
Q2
sont des repre sentations de type ‘‘Duflo’’, et, donc, irre ductibles.
Nous allons montrer, pour finir ce paragraphe, pourquoi ce dernier
re sultat reste en accord avec la philosophie ge ne rale de la me thode des
orbites, c’est-a -dire pourquoi on associe, dans cette situation, deux
repre sentations unitaires irre ductibles de Q2 a la Q2-orbite dense.
Lemme 5.2.7. (1) Le stabilisateur Q2(Y2) est un sous-groupe ouvert
d ’indice 2 de Q2( f2), de sorte que la Q2-orbite Q2 } Y2 est un reve^tement
d ’ordre 2 de Q2 } f2
(2) Soit {2 la restriction a Q2(Y2)q2 du parame tre d ’admissibilite /G2
de O8 et _2 la repre sentation de Q2( f2)q2 induite par {2 . Alors, _2 est somme
de deux caracte res \+, \&, et de finit ainsi deux parame tres d ’admissibilite
pour la Q2-orbite Q2 } f2 .
Preuve. D’apre s le lemme 5.2.4, q2( f2) est de dimension 1 et contient
q2(Y2), d’ou l’e galite : q2( f2)=q2(Y2). L’inclusion Q2(Y2)/Q2( f2) est
claire. De plus, f2 est de finie par:
f2(X3:1+2:2)=2, f2(X&:1)=
2
3 , f2(Z )=0,
\Z # h2(X:2 , X:1+:2 , X2:1+:2 , X3:1+:2 , X:1)
Des inclusions Q2( f2)/Q2(+n2), Q2(Rf2)/Q2(R+n2), on de duit l’exis-
tence d’un facteur re ductif R( f2) de Q2( f2), d’un facteur re ductif R2 de
Q2(R+n2) et d’un facteur re ductif R de Q2 tels que:
R( f2)/R2/R
De plus, on constate aise ment que Q2(R+n2) contient le sous-groupe de
cartan H2 de G2 de sorte qu’en appliquant a nouveau [KH-TO], prop. 22,
on en de duit que R=MQ2 } AQ2 , et R( f2)/MQ2 } AQ2 .
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Le calcul donne alors: R( f2)=1w21 et, donc:
Q2( f2)=1w12 } (Q2( f2))o (30)
On ve rifie ensuite que seul l’e le ment w41 du groupe 1w12 , autre que 1,
stabilise Y2 , ce qui donne:
Q2(Y2)=1w14 } (Q2( f2))o (31)
La premie re partie du lemme se de duit imme diatement de (30) et (31).
En fait, _2 est entie rement de termine par sa restriction au facteur re ductif
R( f2)q2. Compte-tenu de la de finition de {2 , de (30) et (31), on de finit les
deux caracte res \+, \& de 1w12 par:
\+(w21)=1, \
&(w21)=&1
Soit ;2=(X&:1 , X2:1+:2 , X3:1+:2 , X3:1+2:2). On ve rifie que ;2 est un
sous-espace lagrangien de q2 q2( f2) et que w21 } ;2=;2 . Il est facile de voir,
ensuite, que: R( f2)q2=1w21_Z2Z. Les caracte res \
+ et \& se prolongent
alors en deux caracte res de (Q2( f2))q2, note s de la me^me manie re, et
ve rifiant la proprie te : \\(=)=&1. On obtient, ainsi, deux parame tres
d’admissibilite associe s a la Q2 -orbite Q2 } f2 , et _2 n’est autre qu’une
repre sentation du groupe des composantes connexes de Q2( f2)q2, telle que:
_2=\+\&.
On peut maintenant de cider de relier les deux composantes irre ductibles
de ?Q2 aux deux parame tres \
+ et \& de la manie re suivante:
Assertion. La repre sentation ?+Q2 (respectivement ?
&
Q2) est une Q2 -
repre sentation unitaire irre ductible associe e au couple ( f2 , \+) (respective-
ment ( f2 , \&)).
Ainsi, me^me dans la situation particulie re du parabolique Q2 , la
philosophie de la me thode des orbites fournit encore un mode le cohe rent.
5.3. Une repre sentation unipotente de G2 associe e a O8
On a e tabli, dans le paragraphe pre ce dent, l’irre ductibilite de la repre sen-
tation ?G2 et on obtient bien ainsi une repre sentation unipotente associe e a
l’orbite O8 . Comme dans le cas de la repre sentation ?, on peut re aliser ?G2
dans L2(R3_R*) et donner des formules pour un syste me de ge ne rateurs
de G2 . On constate, pour cela, que G2 est engendre par Q1 et l’e le ment w1
de Q2 . Alors, ?G2 est entie rement de termine e par les formules suivantes: soit
f # L2(R3_R*), soit u # R, soit (a, b, c, t ) # R3_R*.
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?G2(x:2(u)) } f (a, b, c, t )= f \a&ut , b, c, t+
?G2(x&:2(u)) } f (a, b, c, t )=
e(u, t, a)
|1&uta| 34









?G2(x:1(u)) } f (a, b, c, t )=e
4i?e(t ) u(c2+ab)
_ f (a, b&u2a&2ue(t ) c, c+uae(t ), t )
?G2(w1) } f (a, b, c, t )=4 } e
&i (?4) e(t ) } |
R3
e&4i?e(t )(:a+;b+2#c)
_ f (:, ;, #, t ) d: d; d#
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